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Abstract

In this thesis we consider a new algorithm estimating the geometric median. The geo-
metric median is one possible generalization of the real median to Hilbert spaces. This
new estimator is based on the stochastic gradient method and is calculated recursivly. In
comparison to the standard algorithm for this problem so far, this new approach is more
efficient and faster, especially in case of high dimensional data. Furthermore the estimator
can be simply updated when the data arrives sequentially. One most of the most import-
ant results of this thesis is the almost sure consistency of the estimatior. We derive a rate
of convergence in Lo, show that our estimator is asymptotically normal and determine
the exact asymptotic distribution. Lastly, we illustrate the asymptotic normality with a

simulation.

Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist ein neuer Algorithmus zur Schétzung des geo-
metrischen Medians. Der geometrische Median ist eine mogliche Verallgemeinerung des
gewOhnlichen eindimensionalen Medians auf Hilbertrdumen. Dieser neue Schétzer basiert
auf der stochastischen Gradientenmethode und wird rekursiv berechnet. Er zeichnet sich
gegeniiber dem bisherigen Standart-Algorithmus dadurch aus, dass er sich insbesondere
bei Daten mit hoher Dimension viel schneller berechnen ldsst und gut mit sequentiell ein-
treffenden Daten umgehen kann. Zu den wichtigsten gezeigten Resultaten dieser Arbeit
gehort, dass der Schéitzer P-fast sicher gegen den Median konvergiert. Wir leiten eine Kon-
vergenzrate fiir die Konvergenz in Lo her. Wir zeigen, dass der Schitzer asymptotische
Normalitéit aufweist und bestimmen die genaue Verteilung. Schliellich illustrieren wir die

asymptotische Normalitit mit einer Simulation.
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Kapitel 1
Einleitung

Ein klassisches Problem der Statistik ist es aus Beobachtungen eines Experimentes in Form
von Messwerten Riickschliisse iiber das Experiment selbst zu ziehen. Dadurch kann man
z.B. einen Trend feststellen oder Prognosen iiber zukiinftige Messwerte anstellen. Typi-
scherweise geschieht das dariiber, dass man einen Parameter des Experimentes schétzt,
was bedeutet, dass man aus den Beobachtungen einen Parameter berechnet, der in einem
gewissen Sinne nah an dem wahren Parameter liegt. Der wahre Parameter bleibt in einem
realen Szenario immer unbekannt.

Der Median ist ein Beispiel fiir einen Parameter, an dem man héufig interessiert ist.
Fiir Beobachtungen im eindimensionalen Fall, bei denen ein Messwert einfach eine reel-
le Zahl ist, ist der Median definiert als eine Zahl m, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Beobachtung, kleiner oder griéfler als m zu sein, gleich ist. Der geometrische Me-
dian ist eine mogliche Verallgemeinerung dieses Konzepts auf mehrdimensionale Ridume
(vgl. Gleichung 2.2). Der geometrische Median hat einige hilfreiche Eigenschaften. Zum
Beispiel reagiert er tolerant auf Messfehler ohne zu sehr verfilscht zu werden (vgl. Un-
terabschnitt 3.4.2). Er hat viele Anwendung in Forschung und Praxis und kann auf sehr
allgemein Réumen definiert werden (vgl. Abschnitt 2.3).

Lange Zeit war der verbreiteste Algorithmus, um aus Messwerten den geometrischen
Median zu berechnen, eine Abwandlung vom Weiszfeld Algorithmus. Wir diskutieren in
dieser Arbeit einen Algorithmus, der in [CCZ13] vorgestellt wurde und auf der stochasti-
schen Gradienten-Methode basiert.

Dieser Algorithmus hat einige Vorziige gegeniiber dem von Weiszfeld. Zunéchst schnei-
det er in Laufzeittests deutlich besser ab. Dariiber hinaus kann er Daten online verarbeiten.
Das bedeutet, dass er sequentiell eintreffende Daten aufnehmen kann, ohne die Berech-
nung ganz von vorne zu beginnen, sondern das Ergebnis aus der vorherigen Berechnung
benutzen kann.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, die Beweise aus unserer Hauptquelle [CCZ13] detail-
liert aufzuarbeiten. [CCZ13| betrachtet den neuen Algorithmus und zeigt die Konvergenz
gegen den geometrischen Median. An einigen Stellen werden Beweise aus [CCG17] anstelle
von [CCZ13] verwendet, da dort hiufig stirkere Aussagen gezeigt werden. [CCG17] kann
dabei als Fortsetzung bzw. Weiterentwicklung von [CCZ13] verstanden werden.

Zum Aufbau dieser Arbeit: Zunéchst fithren wir in Kapitel 2 den geometrischen Me-
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dian ein und motivieren ihn. In Kapitel 3 beweisen wir einige niitzliche Eigenschaften im
Zusammenhang mit dem geometrischen Median, wie die Ableitungen und die Konvexitét
einer bestimmten Funktion. Auch wird gezeigt, dass er unter bestimmten Annahmen ein-
deutig existiert und robust ist. Dann geben wir in Kapitel 4 einen Uberblick iiber den
mehrdimensionalen bedingten Erwartungswert und benennen fiir uns wichtige Satze. In
Kapitel 5 wenden wir uns schliefflich dem eigentlichen Algorithmus zu und beweise die
Konvergenz. Schliefilich geben in Kapitel 6 eine Simulation zur Illustration unserer Resul-

tate.
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Kapitel 2
Einfiihrung

In diesem Kapitel fithren wir den geometrischen Median ein noch ohne auf den entspre-
chenden Algorithmus zu sprechen zu kommen. Wir motivieren die Beschéftigung mit dem

geometrischen Median und die Relevanz einer Berechnungsmethode.

2.1 Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt fithren wir notwendige Werkzeuge der Funktionalanalysis ein.

Definition 2.1.1. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, welcher vollstindig

unter der von der Norm induzierten Metrik ist.

Definition 2.1.2. Ein komplexer /reeller Skalarraum ist ein Vektorraum V iiber R/C
zusammen mit einer Abbildung (-,-) : V xV — R/C, welche als Skalarprodukt bezeich-
net wird, sodass folgende Eigenschaften gelten:

1. Sie ist linear in der zweiten Variable: (z,ay + 8z) = a (z,y) + B (z, 2)

2. Sie ist streng positiv: fir z # 0, (x,z) € Ry.

3. Sie ist symmetrisch: (z,y) = (y, )

Bemerkung 2.1.3. Wegen der Linearitdt gilt (z,0) = 0 fiir alle x € V, insbesondere
(0,0) = 0 Durch Symmetrie des Skalarprodukts ist antilinear in der ersten Variable, d.h.
(ax + By, z) = a{x,z) + B {y,2) (also ist das Skalarprodukt sesquilinear, d.h. linear in

der einer und antilinear in der anderen Variable).
Definition 2.1.4. Wir setzen ||z|| := y/(z,x) und nennen es Norm von z.

Definition 2.1.5. Ein Hilbertraum ist ein Skalarraum, der in der induzierten Norm ein

Banachraum ist. Wir bezeichnen mit A immer einen Hilbertraum.

Definition 2.1.6. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. (X, 7) heiit separabel, falls er
eine abzahlbare, dichte Teilmenge besitzt. Da eine Norm eine Topologie induziert, wird

insbesondere ein Hilbertraum H separabel genannt, falls es eine dichte Teilmenge besitzt.

Beispiel 2.1.7. Das hiufigste Beispiel ist H = R? mit dem Skalarprodukt
d
((a1,...,aq), (B1,...,B4)) =2 «a;B;. Die Vollstandigkeit von #H folgt direkt aus der Voll-
j=1
stindigkeit von R und der endlichen Dimension. Offensichtlich ist Q% eine dichte Menge

11
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und da diese abzidhlbar ist, ist H separabel. Folglich ist H in der Tat ein separabler
Hilbertraum.

Ein Beispiel dafiir aus dem realen Leben, sind die Fernseherzuschauer der franzdsischen
Firma Médiamétrie. Das Beispiel befasst sich mit einer Stichprobe mit n = 5423 Daten-
punkten bzw. Vektoren in R? mit d = 86400, welche das Verhalten der einzelnen Zuschau-
ern wiedergeben, gemessen jede Sekunde iiber einen Zeitraum von 24h. Man bemerke, dass

‘H zwar endlichdimensional ist, d aber sehr grof ist. Siehe 2.3.1 fiir mehr Details.

Beispiel 2.1.8. Dann ist # = £2(R?) ein separabler Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(f,9) = [ga f(x) g (x)dX(z). Die Vollsténdigkeit folgt aus dem Riesz-Fischer-Theorem
[vgl. Sim15].

Lemma 2.1.9. H ist separabel.

Beweis. Wir benutzen den Beweis aus [Brel0O], Theorem 4.13. Sei R die abzdhlbare Fa-
milie von Mengen in R% der Form R = Hi:l (ag,br) mit ag,br € Q. Sei € der iiber Q
von den Funktionen {1} erzeugte Vektorraum, d.h. £ besteht aus endlichen Linear-
kombinationen der 1r mit rationalen Koeffizienten, s.d. £ abzahlbar ist. Wir behaupten,
dass & dicht in H ist. Sei f € H gegeben und ¢ > 0. Dann existiert ein f; € C. (Rd),
s.d. ||f — fill, <e. Sei R € R ein beliebiger Wiirfel, der supp(f1) enthélt (der Tréger von
f1). Fiir § > 0 ist es leicht, eine Funktion fo € £ zu konstruieren, sodass || fi — fal|,, <9
und fo auflerhalb R verschwindet. Es geniigt, R in kleine Wiirfel aus R aufzuteilen, in
dem die Oszillation (d.h. sup —inf) von f; kleiner ist als ¢. Daraus ergibt sich, dass
Ifv = fally, < 1A= folloo |RIZ< O|R|2. Wir folgern, dass ||f — fofl, < 2z, wenn 6 > 0
so gewéhlt ist, dass 0 |R\%< € O

Auch dieser Hilbertraum ist von Relevanz. Heutzutage kommen héufig Daten vor, die
als Zufallsvariablen mit Wertebereich in H modelliert werden kénnen. Die EKG Kur-
ve eines Patienten iiber einen gewissen Zeitraum, Spektroskopieanalyse von bestimmten
Wellenldngen und auch die jéhrlichen Temperaturen an verschiedenen Orten sind Beispiele
fiir solche Daten. Daten in H werden in functional data analysis studiert. Siehe 2.3.3 fiir

mehr Beispiele.

Definition 2.1.10. Sei I eine Indexmenge und {e;};c; ein Orthonormalsystem. Dann
heifit {e;}icr Orthonormalbasis, falls fir alle h € H aus Vi € I : (h,e;) = 0 folgt, dass
h=0.

Satz 2.1.11. Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Nach dem Lemma von Zorn gibt es eine maximales Orthonormalsystem {e;};cr
in H. Sei h € H mit Vi € I : (h,e;) = 0. Wenn h # 0 wire, wire {e;};cr U {”hT”} ein
Orthonormalsystem, was der Maximalitét von {e; };c; widerspréiche. Also ist {e; };er schon

eine Orthonormalbasis. O

Bemerkung 2.1.12. Ein seperabler Hilbertraum hat offensichtlich eine abzidhlbare Ortho-

normalbasis. Wir werden also im folgenden davon ausgehen, dass I abzéhlbar ist.

12 Kapitel 2 Daniel Fridljand
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Lemma 2.1.13. Sei {e;}ics eine Orthonormalbasis und h € H. Dann gilt

hzZ(h,eﬁ e;

i€l

Beweis. Seiy :=h — ) ;.;(h,e;) e;. Dann gilt fiir j € I

(W, e5) = (hyes) = > (hei) (ei ej) = (hes) = (hyej) =0

el
Und nach Definition der Orthonormalbasis somit y = 0. ]

Lemma 2.1.14. Sei {e;}ien eine Orthonormalbasis fir H und seien h,h' € H Vektoren.
Dann gilt
(h by = (hyes) (eq, ).
el

Beweis. Fiir h = 0 oder ein endliches I ist die Aussage klar. Sei also h # 0 und I = N.
Da nach Lemma 2.1.13 h = ), ; (h, e;) €; gilt, gibt es eine abzihlbare Folge {i;}ren C N,
sodass immer (e;, , h) # 0 gilt und fiir andere Indizes (e;, h) = 0 = (e;, h’). Dies ist moglich,
da die Reihe sonst nicht konvergieren wiirde.

Sei € > 0 vorgegeben. Nach Lemma 2.1.13 gibt es ein IV, sodass fiir alle n > N gilt:
\h—> % (ein, h)ei || < e und || — >0 (e, 1) e, || < /. Betrachte
[(h)) = >0y (h,ei) (€, h')|. Dann erhalten wir

:‘<h—2(elk €ip, h Z elkh>ezk>‘

n

(B by = (hyei,) {eq, 1)

k=1 k=1 k=1
n n
<||h =" (e, h)ei, Z e ') e || < e,
k=1 k=
Wobei die Ungleichung Cauchy-Schwarz ist. Daraus folgt die Aussage. O

Korollar 2.1.15. Sei {e;}ien eine Orthonormalbasis fir H und seien h € H Vektoren.

1R]* =D (b e

el

Dann gilt

Beweis. Folgt direkt aus 2.1.14. O

Definition 2.1.16. Sei H ein Hilbertraum. Die schwache Topologie auf H ist die
schwéchste Topologie auf H, sodass, fiir alle h € H, die Abbildung (h,-) : H — R stetig
unter dieser Topologie ist.

Sei {yn }nen eine Folge in H und y € ‘H. Wir sagen y,, konvergiert schwach gegen y,

falls y,, in der schwachen Topologie gegen y konvergiert, und wir schreiben y, — .

Bemerkung 2.1.17. Aus der Definition folgt direkt, dass y, — y genau dann, wenn fiir alle
h € H (yn, h) = (y, h) gilt.

Lemma 2.1.18. Firy € H gilt |ly||= sup{(y,u) : uw € H, |Ju||= 1} =: |[{y, )L

Kapitel 2 Daniel Fridljand 13
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Beweis. ,,<: ¢
Y
lyll*= (y.y) = HMl'(%m) < yl-IKy, e = lyll< Ky, )l
»=>"“: Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gibt uns fiir u € ‘H mit ||ul|= 1:

(g, w) < lyll-llull= llyll= lI<y: < llyll

O

Lemma 2.1.19. Die Normabbildung ist unterhalbstetig unter der schwachen Topologie.
Das heifit: Ist {yn}nen eine Folge in H, die schwach gegen y € H konvergiert, dann gilt
lim infy, o0 [|ynl|=> [ly]l-

Beweis. Nach Cauchy-Schwarz haben wir fir v € H [(yn,uw)| < |ly|| ||u|. Wegen Be-
merkung 2.1.17 haben wir, wenn wir auf beiden Seiten den liminf nehmen, |(y,u)|=
lim inf,, s oo |(Yn, w) | < ||Julliminf, o ||yn||. Da u beliebig war erhalten wir ||y||= |[(y, )|z <

liminf, o0 ||y |- O

Satz 2.1.20. Sei H ein separabler Hilbertraum und By der Einheitsball in H. Dann ist

die Beschrinkung der schwachen Topologie von H auf By metrisierbar.

Beweis. Sei {¢n }nen eine dichte Teilmenge von Bj. Definiere fiir z,y € H
o0 .
p(z,y) = min {277, |(¢;, 2 —y)|}. (2.1)
j=1

Dann ist es leicht zu zeigen, dass p tatséichlich eine Metrik ist, die die schwache Topologie

induziert. O

Satz 2.1.21. Sei H ein separabler Hilbertraum und By der Einheitsball in H. Dann ist By

kompakt unter der schwachen Topologie.

Beweis. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum ist die Behauptung trivial. Wir ge-
hen deshalb im Folgenden von einem abzidhlbar unendlichdimensionalen Vektorraum aus.
Sei {en }nen eine Orthonormalbasis. Wegen Satz 2.1.20 geniigt es, Folgenkompaktheit zu
zeigen. Sei also {nm }men eine Folge in B;. Wir miissen zeigen, dass es ein 1o, € B gibt,
sodass eine Teilfolge von {9, }men schwach dagegen konvergiert. Setze ag-m) = (ej,Mm)-
Nach Cauchy-Schwarz muss a; € [—1,1].

Wegen der Kompaktheit von [—1,1] muss fiir alle j € N die Folge {ag-m)}meN eine
konvergente Teilfolge haben. Nach Diagonalisierung kénnen wir annehmen, dass fiir alle
j € N die Teilfolge {ag-ml) Hen gegen ein agoo) € [—1, 1] konvergiert.

Fiir ein beliebiges J € N gilt, dass

2

J J
() |? _ )| s 2 _ . 2
‘ajoo‘ =D | lim o™ = Lim ;. nm,) < limsup [l | < 1,

Jj=1 J=1 J=1

wobei wir bei der vorletzten Ungleichung Korollar 2.1.15 benutzen. Deshalb ist auch

2
Z?; ‘ag-oo)‘ < 1. Wieder nach Korollar 2.1.15 ist folglich 1. = Zjoil a§°°)ej wohlde-

finiert und in B;. Desweiteren gilt fiir alle j € N, dass (e;,nm,) — (€j,7c0). Dann gilt

14 Kapitel 2 Daniel Fridljand
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aber fiir die Metrik aus Gleichung 2.1, dass p(1m,, 7ec) — 0. Nach Wahl der Metrik p folgt
daraus 7y, 2 oo O

Korollar 2.1.22. Sei H ein separabler Hilbertraum. Fiir jedes r € RT ist der Ball B, vom

Radius v kompakt und metrisierbar unter der schwachen Topologie.

Beweis. Nach Satz 2.1.20 und 2.1.21 ist der Einheitsball B; kompakt und metrisierbar.
Da die Abbildung =z — rx eine Homeomorphismus unter der schwachen Topologie ist,

iibertragen sich diese topologischen Invarianten auf B,. O

Definition 2.1.23. Sei A : H — H ein beschrinkter Operator. Dann heifit A kompakter
Operator, falls fiir alle kompakten Teilmengen K C H gilt, dass cls(A(K)) auch wieder

kompakt ist. Dabei bezeichnen wir mit cls(-) den Abschluss einer Menge.

Definition 2.1.24. Sei A : H — H ein beschrinkter Operator. Dann heif3t A selbstad-
jungiert, falls fiir alle z,y € H gilt, dass (Azx,y) = (z, Ay).

Lemma 2.1.25. Sei A : H — H ein positiv semi-definiter, selbstadjungierter Operator.
Sei eine Orthonormalbasis {e;}ier C H mit ) ;. (A(ei), e;) < oo gegeben. Dann ist A ein
kompakter Operator.

Beweis. Fiir den Beweis siehe z.B. Proposition 280 in [Gosll]. Er wird hier nicht aus-

gefiihrt, weil es den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirde. O

Satz 2.1.26. (Spektralsatz) Sei A : H — H ein kompakter, selbstadjungierter Operator.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis {vj}jer C H und {\;}icr C R, sodass fir alle i € N
A(v;) = Njv; gilt. Falls I =N, gilt \; — 0.

2.2 Definition geometrischer Median

In diesem Abschnitt fithren wir den geometrischen Median mit Bezug auf die historische
Motivierung ein. Weiterhin beweisen wir, dass er im reellen Fall mit klassischen Median
iibereinstimmt.

Der Median einer eindimensionalen Zufallsvariable X ist definiert als jede reelle Zahl
m, welche P(X < m) < 1 und P(X > m) < 1 geniigt. Eine natiirliche Frage, welche schon
am Anfang des 20. Jahrhunderts auftrat, ist, wie man diese Definition auf allgemeinere
Réume, z.B. mehrdimensionale Vektorrdume, erweitern kann. Es gibt einige Grundeigen-
schaften, die eine solche Definition erfiillen sollte. Erstens sollte sie offensichtlich im eindi-
mensionalem Raum mit der Klassischen iibereinstimmen. Dariiber hinaus sollte bei einer
symmetrischen Verteilung der Symmetriepunkt der Median sein (vgl.[Sma90]).

Eine mogliche Losung hat Weber in [Web09] im Jahr 1909 vorgeschlagen. Er hat das
idealisierte Problem betrachtet, den optimalen Standort fiir eine Firma auszusuchen, der

minimalen euklidischen Abstand zu allen Kunden der Firma hat:

Definition 2.2.1. Seien z1,...,z, € R? Punkte. Dann ist m der geometrischer Median,

falls
n
> llwi —mll.
i=1

Kapitel 2 Daniel Fridljand 15
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[RH13] erwéhnt in 6.2 eine anschauliche geometrische Interpretation dieses Medians:
Projiziere alle Beobachtungen auf eine Sphére um m. Dann ist m genau dann der geome-
trische Median, wenn er der Mittelwert dieser Projektionen ist.

Das ist eine mogliche Verallgemeinerung des reellen Median. [Sma90] verglich sie mit
einigen Anderen und stellte fest, dass sie einige niitzliche Eigenschaften hat und deshalb in
vielen wissenschaftlichen Abhandlungen bevorzugt wird. Der geometrischer Median lisst
sich z.B. einfach auf allgemeine, unendlichdimensionale Banachrdume verallgemeinern,
wéhrend das bei anderen, wie dem simplicial depth median (vgl. [Liu90]) oder dem simpli-
cial volume median (vgl. [0ja83]), nicht sinnvoll funktioniert. Diese Verallgemeinerung ist

in der Statistik relevanter und wird uns in dieser Arbeit ausschliefflich beschéaftigen wird.

Definition 2.2.2. Sei V ein seperabler Banachraum. Sei X eine Zufallsvariable mit Wer-
tebereich in V. Der geometrische Median (auch L'-Median oder spatial median) m

von X ist definiert als

= inE[| X — - X|]. 2.2
m = arg min E| =111 (2.2)

Bemerkung 2.2.3. Man bemerke, dass E[||X — h||—||X]|]] selbst dann endlich ist, wenn
E[|X||]] es nicht ist, da E[||X — h||—||X||] < E[|X — h — X||] = E[||h]|]] = ||h]|< oc. Dies
unterscheidet die Definition von 2.2.1. Wir werden uns ausschliefilich mit dem Fall befassen,
bei dem V ein Hilbertraum ist und diesen dann mit H bezeichnen. Wir werden spéter
beweisen, dass arg minycy E[||X — h||—||X]||] unter bestimmten Annahmen existiert und

eindeutig ist.

Wir méchten nun Nachweisen, dass der geometrische Median im eindimensionalen Fall

mit dem klassischen Median iibereinstimmt.

Lemma 2.2.4. Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable mit atomfreier Verteilung und
m ewne reelle Zahl. Dann ist m der geometrische Median von X gdw. m der Median von X
1st:

E[|X — m|+|X[] = minE[|X — h|+|X[] © P(X <m) < = und P(X >m) <
heR

N | —
N | —

Beweis. Sei G(h) == E[|X — h|—|X|]. Es ist leicht einzusehen, dass G konvex ist. Dass G
bei m ein Minimum annimmt, ist deshalb dquivalent dazu, dass die Ableitung von G in
m eine Nullstelle hat. Es gilt also 0 = G'(m) = E[sgn(X —m)] = P(X > m) —P(X < m).
Wenn man die letzte Gleichung umstellt, erhélt man P(X > m) = P(X < m). Dies ist im
atomfreien Fall dquivalent dazu, dass P(X > m) = P(X < m) = % bzw. P(X > m),P(X <
m) < 3. O

2.3 Anwendungen

Um die Relevanz des geometrischen Medians etwas zu illustrieren, geben wir exemplarisch

einige Anwendung wieder. Wir geben Beispiele aus der Praxis und der Forschung.

16 Kapitel 2 Daniel Fridljand
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2.3.1 Median der Einschaltquoten

Dieses Beispiel wurde direkt der Hauptquelle [CCZ13, Abschnitt 4.2] ibernommen.

Die Analyse des Nutzerverhaltens von Fernsehzuschauern, fiir verschiedene Kanile
oder verschiedenen Tagen im Jahr, ist ein essentielles Werkzeug um die Konsumgewohn-
heiten zu verstehen. Die franzosische Firma Médiamétrie bietet offizielle Einschaltquoten
an. Médiamétrie arbeitet mit einem Panel von etwa 9000 Personen, deren Fernseher mit
Sensoren ausgestattet sind, die jede Sekunde messen, ob der Fernsehen eingeschaltet ist
und, wenn ja, welcher Kanal.

Wegen der Weise, auf welche Médiamétrie die Stichprobe nimmt, ist leider aus theo-
retischer Sicht die Bedingung der stochastisch unabhéingig, identisch verteilten Zufalls-
variablen nicht erfiillt. Dennoch soll es hier zur Illustration geniigen. Des Weiteren hat
Médiamétrie selbst angemerkt, dass es teilweise atypische Verhalten in den Stichproben
gibt, die Messfehler nahelegen. Deshalb kann hier die Robustheit des Medians seine Wir-
kung entfalten.

Wir haben als Beispiel die Daten des sechsten September 2010 gewihlt. Nach Entfernen
der Leute, die an dem Tag iiberhaupt nicht ferngesehen haben, bleibt man bei n = 5423.
Fiir jedes Element i in der Stichprobe haben wir einen Vektor X; € {0,1}%640% wobei
86400 fiir die Anzahl der Sekunden an einem Tag steht und eine Null bedeutet, dass zu

der entsprechenden Sekunde Person i nicht Fernseher geschaut hat.

0.5

TV audience profiles
0.3

0.2

0.1

0.0

Abbildung 2.1: Mittelwert und geometrischer Median der Einschaltquoten, jede Sekunde
am 6ten September 2010 [aus CCZ13, Abschnitt 5].

Wichtig zu bemerken ist, dass aus theoretischer Sicht, wegen Messfehlern und der
begrenzten Stichprobengrofle, beide Werte jeweils als Schitzungen des entsprechenden
wahren Parameters der gesamten franzosischen Fernsehzuschauer zu verstehen sind. Wir
werden spéter darauf zuriickkommen, mit welchem Algorithmus der Median berechnet
wurde.

In Abbildung 2.1 ist der klassische Indikatior, der Durchschnitt, neben den Median

eingezeichnet. Wir wollen die Beiden nun vergleichen. Der Durchschnitt gibt einfach an,
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welcher Anteil der Personen aus der Stichprobe zu einer bestimmten Sekunde Fernseher
geschaut haben. Wir kénnen zunéchst beobachten, dass beide Werte dem gleichen Trend
folgen. Es gibt drei Hochpunkte wéahrend des Tages mit den hoéchsten Einschaltquoten
zwischen 20 Uhr und 22 Uhr. Der geschéitzte Median, welcher weniger sensibel auf kleine
Storungen und Ausreifler reagiert, ist allgemein kleiner. Das impliziert auch, dass die
Verteilungen der einzelnen Einschaltkurven nicht symmetrisch um den Mittelwert sind,

da sonst Mittelwert und Median iibereinstimmen wiirden.

2.3.2 Steigern der Konfidenz von Schitzern

Theorem 3.1. aus [Min+15] zeigt, dass speziell der geometrische Median eine Eigenschaft
hat, die ihn in unterschiedlichsten statistischen Problemen extrem niitzlich macht. Sei H
ein Hilbertraum, p € H ein interessierender Parameter und eine Folge von unabhéngigen
Schitzern fiq,..., [0, € H fiir 4, von denen man annimmt, dass sie schwach um p kon-
zentriert sind. Dann ist der geometrische Median [ dieser Schétzer ein neuer, eigener
Schétzer, der einen wesentlich engeren und somit besseren Konfidenzbereich um p hat.
In anderen Worten hat ji eine kleinere Standartabweichung. Damit gibt [Min+15] eine
relativ allgemeine Methode, in Hilbertraumen Schéitzer zu optimieren. Es folgt die prazise

mathematische Formulierung des Theorems.

Satz 2.3.1. Sei p € H der interessierender Parameter und seien fii, ..., € H eine
endliche Folge von unabhdngigen Schditzern fir p. Fiziere o € (0, %) . Wihle 0 < p < «
und € > 0, sodass fir alle j,1 < j <k

P(|[a; — pll > €) <p.

Definiere
=(1-—
Cai= (=l [T 55
-« Q@
Y(a;p) = (1 —a)log + alog —.
(0:p) = (1 = ) log — +log -
Setze
ﬂ::med(ﬂl,...,ﬂk).
Dann

P (|| — pl|> Cag) < e~k (ap)
Der Beweis findet sich in [Min+15] Theorem 3.1.

Bemerkung 2.3.2. Das Ergebnis kann auch benutzt werden, wenn man mehrere auto-
nome Recheneinheiten (z.B. Prozessoren) zur Verfiigung hat. Die einzelnen Schétzwerte
fij,j = 1,...,k konnen parallel berechnet werden um sie dann zum Abschluss iiber den
geometrischen Median zusammenfiihrt. In vielen Situationen fithrt das zu einer signifikan-

ten Verbesserung des Rechenaufwands.
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2.3.3 Weitere Anwendungen

[CCG17] und [CC+14] erwéhnen jeweils noch einige andere Anwendungen in der Einlei-
tung. Der geometrische Median wurde &hnlich zum Beispiel 2.3.1 in [CG12] benutzt, um ein
median profile fiir fiir den elektrischen Verbrauch in Frankreich zu erstellen. Der Autor
von [Ger08| schlug eine funktionale Hauptkomponentenanalyse, mit dem geometrischen
Median als zentralen Lageparameter, vor und benutzte diese, um Daten mit Lippenbe-
wegungen zu analysieren (vergleiche weiter [Loc+99] und [Bal+11]). In functional data
analyis hat sich [KP12] resistente Schétzer fiir den Kovarianzoperator angeschaut, die auf
dem geometrischen Median basieren. Der geometrischer Median von Schétzern unter der
a-posteriori Verteilung wurde auch schon im Zusammenhang mit robuster Bayesscher Sta-
tistik in [Min+14] genutzt. Schlielich wurde eine allgemeine Definition des geometrischen
Medians auf Mannigfaltigkeiten in [FVJ09] fiir ein Problem in der Signalverarbeitung
gegeben.
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Kapitel 3

Geometrischer Median

Eigenschaften

Nachdem wir im vorherigen Kapitel gezeigten haben, dass der geometrische Median Re-
levanz hat, méchten wir in diesem einige interessante Eigenschaften zeigen. Insbesondere
bestimmen wir die Ableitungen der Funktion G, die der geometrische Median minimiert.
Des Weiteren zeigen wir die Existenz, Eindeutigkeit und Robustheit des geometrische
Median.

3.1 Annahmen

Zunichst gehen wir auf einige Annahmen ein, die wir treffen miissen, damit der geometri-
sche Median existiert und der Algorithmus funktioniert. Wir orientieren uns an [CCZ13]
Abschnitt 2.1 und Abschnitt 2 in [CCG17].

Sei ‘H ein Hilbertraum und X eine Zufallsvariable mit Wertebereich in H.

Annahme 1. Die Zufallsvariable X ist nicht auf einer Geraden konzentriert: fiir alle
h € H, existiert b’ € H, so dass (h,h’) =0 und

Var (<h’,X>) > 0.

Annahme 2. Die Verteilung P von X ist eine konvexe Kombination von zwei Verteilungen
P, und Py (d.h. P = AP, + (1 — A\)Py), so dass gilt:

e P. ist atomfrei und nicht um Punkte konzentriert: Sei Y eine Zufallsvariable mit

Verteilung P.. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle h € B,

E, [”Xl_hu] <c, P({h})=0.

o P; ist diskret: Pqg = ), pids,. Wir bezeichnen mit D den Trager von ]P’ff und nehmen

an, dass m ¢ D.

Annahme 3. Es gibt eine positive Konstante C, so dass fiir alle h € ‘H

1
E.| o5 <C
[IIX—hP]

gilt
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Annahme 4. Wir werden zusétzlich zu den Annahmen aus [CCZ13] immer von dim(H) >

3 ausgehen.

Bemerkung 3.1.1. Aus Annahmen 2 und 3 folgt direkt, dass fiir h € H \ D fiir ein C

1 1
B | <6 E | <O
) [X =R

gilt.
Bemerkung 3.1.2. Wie in Abschnitt 3.4.1 noch gezeigt wird , stellt Annahme 1 sicher, dass
der geometrische Median m eindeutig ist. Da der in dieser Arbeit studierte Algorithmus in

kleinen Dimensionen nicht sinnvoll ist, ist Annahme 4 keine bedeutende Einschrankung.

Des Weiteren werden wir davon ausgehen, dass m ¢ D.

Beispiel 3.1.3. Sei # = R? (vgl. Beispiel 2.1.7) mit d > 3 nach Annahme 4. Angenom-
men PX hat eine Wahrscheinlichkeitsdichte f beziiglich des Lebesgue-MaBes, die auf jeder
kompakten Teilmenge beschrinkt ist (d.h. VK C RY kompakt: sup,cx f(z) < o0). Dann
kann gezeigt werden, dass Annahmen 2 und 3 erfiillt sind. Dies wird hier nicht bewiesen,

da es den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirde.

Beispiel 3.1.4. Sei H = £%(R?) (vgl. 2.1.8). Dann ist die Dimension nicht endlich und
die Wahrscheinlichkeit von kleinen Béllen wurden nur fiir einige bestimmte Fille von
Gauf-Prozessen hergeleitet. Wegen der Symmetrie stimmen Median und Mittelwert dann
iiberein und in vielen Fiéllen gilt nach Theorem 1.2 aus [Naz07], dass es positive Konstan-
ten C1,Cy, Cs, Cy gibt, so dass fiir € > 0 und eine Zufallsvariable Y mit entsprechender
Verteilung

P[|Y — m| < e] < C1e% exp (—Cae™) .

gilt. Daraus folgt, dass fiir alle positiven 3, E [[|[Y — mH*ﬁ] < oo gilt. Dies wird hier nicht

bewiesen, da es den Rahmen dieser Arbeit tiberschreiten wiirde.

3.2 Ableitungen

In diesem Abschnitt schauen wir uns einige fiir die Beweise niitzliche Funktionen an und

rechnen einige Eigenschaften nach. Wir orientieren uns an 2.2 aus [CCZ13|.

3.2.1 zu minimierende Funktion G

In Anlehnung an die Defintion des geometrischen Medians in 2.2, definieren wir die Funk-

tion G : H — R, die wir zu minimieren versuchen
G(a) =E[|X — of =[[X]]]. (3.1)

Als Verkettung konvexer Funktionen ist G auch konvex. Wegen Annahme 2 lésst sich diese

Funktion in zwei Teile aufteilen:

G(a) = B[ X = af =[|X]|] = AE[|| X = af|=[|X]] + (1 = VEq[[| X - af =] X]]
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= AGc(a) + (1 — V) Gy(w),
wobei E; und Eg; jeweils fiir die Erwartung unter p. und pg stehen.
Nach Definition von pg ist Gg(o) = >, pi (& — ol — ||z4]|). Es wird jedoch fiir die
Ableitung niitzlich sein, G auf D, dem Tréger von ug und somit Unstetigkeitsstellen,

etwas umzudefinieren. Fiir a € D definieren wir GG4 durch ,,Vergessen* von «:

e iz o Pi || Ti — Of| — ||T5 aeD
Gwn:{z%¢pm | = llil)

3.2
> pi (o —afl - losl)  sonst. (3:2)

3.2.2 Differential ¢

Wir mochten uns im Folgenden Differentiale von G' anschauen. Zunéchst miissen wir jene

fiir Hilbertraume definieren.

Definition 3.2.1. Sei H ein Hilbertraum iiber R. Ein Funktional G : H — R ist Fréchet
differenzierbar an der Stelle y € H mit Ableitung G'(y), falls G'(y) : H — R ein

beschriankter, linearer Operator ist mit
1
lim — |G(y+h)—G(y) — G'(y)h| = 0.
Inll—=o0 [[7] G+ 1) - Cly) - Glw)n

Mit beschrinkt meinen wir, dass die Operatornorm ||G’||;, endlich ist. Die Fréchet-
Ableitung ist die direkte Verallgemeinerung des totalen Differentials von endlichdimensio-

nalen Vektorrdumen.

Definition 3.2.2. Sei H ein Hilbertraum iiber R und G : H — R ein iiberall fréchet-
differenzierbares Funktional. ® : H — H heifit Gradient von G, falls fiir alle y € H
(®(y), ) die Fréchet-Ableitung an der Stelle y ist.

Definition 3.2.3. Sei H ein Hilbertraum iiber R und G : H — R ein iiberall Fréchet-
differenzierbares Funktional mit Fréchet-Ableitung G’. Dann heifit G zweifach Fréchet
differenzierbar an der Stelle y € H mit zweiter Ableitung G”(y), falls G"(y) : H —

L(H,R) ein beschrénkter, linearer Operator ist mit
1
lim — ||G'(y +h) — G (y) — G"(y)h]|, =0.
Inl—0 [|A] I6'+h) - ') R,

Mit L(X,Y) wird der Raum der beschrénkten, linearen Abbildungen von X nach Y be-

zeichnet.

Definition 3.2.4. Sei H ein Hilbertraum iiber R und G : H — R ein iiberall zweifach
fréchet-differenzierbares Funktional. Dann heifit I'y : H — H Hesse-Matrix an der Stelle
y € H, falls H — L(H,R),h — (I'y(h),-) die zweite Fréchet Ableitung ist.

Bemerkung 3.2.5. Ubliche Eigenschaften der Ableitung, wie die Taylor Approximation,
sind immer noch giiltig, werden aber im Rahmen dieser Arbeit nicht bewiesen, obwohl sie

benutzt werden.

Lemma 3.2.6. Sei
m@:—m[

Dann ist ®. der Gradient von G..

X -y }
X —yll]
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Fiir den Beweis orientieren wir uns an Lemma 1 aus dem Appendix fiir [Ger08].

Beweis. Fiir y, h € H gilt

(%@+m—04m—@uwm%ﬂ&HX—y—hWWX‘“‘<ré thH

R
,/W = Hl=lle = i+l e )

<:L'_ 7h>
= |z —y — Rll~ |z — yl+ L AP ().
/z;éy |z =yl

Bei der letzten Gleichung benutzen wir, dass wir P, ({y}) = 0 annehmen. Eine Taylor-
Entwicklung zweiten Grades der Funktion f(t) := v/t um tg := |z — y||? fiir  # y gibt
uns fiir ein 7 zwischen ||z —y — A[|? und ||z — y||?
lz =y = hll=f (= =y = hl]*)
= [ (to) + f' (to) (Il =y = hll*~[lz — y[I*)

T I P S
= [ (to) + f' (to) ([Inl*=2 (x =y, h))

s T g o — g, m)?

sy (=2 (= v.1)
o7 (IHP=2 (e =y, )",
Dabei benutzen wir bei der dritten Gleichung, dass |la — b||>= ||a||?+||b||>*—2{a, b). Somit
gilt fiir x # y

= [l —yl+
1

-y, h
o =y — hl—le — yl|+E= %
T
1 1 2 (z—y,h)
L (hP=2 (e =y b)) — = (JhlP=2 (o — )2 4 E T
o=l )= )+ e
2
P (P2 - )
e — 33

Daraus folgt

2
ey h)| | IWE (P2t — g )
o =y = il =yl 0 | I it 0),
o= ol | = |2le =] s
2
) QP2 )
= |2l vl =
2
A (L TCrA)
= 2o~y =

2
N (Ll s TN L)
"2z =yl Smin{fle —y — hlf?, |z - y|2}>2

L5 <1+ (Rl1+2 1= — y])? )_

~ 2z -yl 8min{||z —y — Al [z — yll}?
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Folglich gilt

|Ge(y +h) — Ge(y) — (Pe(y), h)|

im
1h]j—0 (IRl
< h>
TFY
. 1 < h>
< lim / x—y—nh — Y|+ ’dP
1all—=0 |2 Jazy | I=lle =l |z —yll (@)
1 hl[+2 ||z — y|)?

+ -
Inli=0"" Sy 2l =yl 8lle — yllmin{|lz —y — A, [l —y[[}®

. h||+2||x—
P —— L _ und [

2 _
T o Aol = ToaT? oty Mg + Togmz@Pe(®) =

E. [2||X1—yH + ”X7y||2} < oo nach Annahme 2 und 3, ist der umklammerte Teil mit dem

Satz der dominierten Konvergenz endlich. Deshalb konvergiert der gesamte Ausdruck ge-
gen 0. ]

Definiere weiterhin

Byfa) = | et Pilamey £ED
> ”z o sonst,

B = AP, + (1 — \)®y.

Bemerkung 3.2.7. Es gilt somit fir y ¢ D

B(y) = MB.(y) + (1 - \Duly) = —AE, Lé ﬂ DM

IIy*:L‘ |

e R e Léiid |

Offensichtlich ist dann ®4 der Gradient von Gy (vgl 3.2). Desweiteren gilt fiir 2 ¢ D :
G4(z) = Gg(z) und somit G(x) = G.(x) + Gy4(z). Daraus folgt, dass dann auch ®(z) der

Gradient von G an der Stelle z ist.

Fiir z € D gilt dies jedoch nicht allgemein. Wir kénnen aber eine eine andere, etwas

schwichere Aussage treffen.

Definition 3.2.8. Sei g : H — R eine konvexe Abbildung, f : H — H eine Abbildung
und z¢ € H. Dann ist f(xo) ein Subdifferential von g an der Stelle z, falls

VyeH: g(y) —g(wo) > (f(z0),y — z0)-

f heiit Subdifferential von g, falls fiir alle zg € H f(z() ein Subdifferential von g an der
Stelle x ist.

Lemma 3.2.9. Die Fréchet-Ableitung f einer eindimensional, konvexen Funktion g ist

immer ein Subdifferential.
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Beweis. Seien xg,y € H gegeben. Setze y; = xo + t(y — z9) = (1 — t)x¢ + ty. Dann gilt

o) = (40 =0 =) ) = 90+ 5 o (1) = 9(a0).

Wobei die Ungleichung einfach die Konvexitét von g ist. Sei h := y—x¢, so dass y; = xg+th.
Es gilt

1-t¢ 1

Tt ) — glwo)) = 2

(9 (zo +th) — g(x0))

t t
1
= 7 (9 (2o +th) = g(20)) — (9 (20 +th) — g(20))
— (f(@o), h) + 0 = (f(=0),y — z0),
fiir t — 0, woraus die Aussage direkt folgt. O

Lemma 3.2.10. Die Funktion ®4 ist ein Subdifferential von Gy.

Beweis. Fiir den Fall, dass ¢ ¢ D, ist die Aussage durch Lemma 3.2.9 klar, da dann ®4
die Fréchet-Ableitung an der Stelle xg ist. Sei also xg € D

<¢>d<xo>,y—xo>=< > m “"O‘ﬁju,y—m>

1,24 7510 on
o — T,y — To) (w0 — T4,y — i + 2 — X0)
-2 e Hx —ml 2 » w0 — 24|
1,2 £ 0 t i, xi#ao 0 i
= Z p.<330 — i,y — i) — (To — @i, To — Ti)
= i
4,2 #T0 on - wZH

_ Z p,<l’0 — T,y — ;) — |0 — Hiz‘Hz
- (3

1,T;F#x0 on N (L‘Z”
— T Y _1.1)
4,2 #T0 0 ‘ 1,2 #T0
y— x| - ||lxo —
<3 u;” o=l 5 o i
1,270 0 ¢ 1,2, 720
= > pilly—wll = Y pillwo— il
1,T; £ L0 1,T; £ L0
= > pilly—amll =D pillwo — i
1,T;F£T0 %

<> willy — @il = Y pillro — @ill = Galy) — Ga (wo)

wobei die erste Ungleichung aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt. Die Zweite folgt
direkt aus der Definition von G. ]

Satz 3.2.11. Die Funktion ® ist ein Subdifferential von G.

Beweis. Nach Lemma 3.2.10 ist ®4 ein Subdiffertial von G4. Nach Lemma 3.2.6 ist ®. die
Fréchet-Ableitung von G.. Aus Lemma 3.2.9 folgt, dass ®. auch ein Subdifferential von

Kapitel 3 Daniel Fridljand 25



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

G.. Entsprechend folgt

(®(z0),y — x) = MPc(20),y — 2) + (1 = A){Pa(20),y — 2)
< MGely) — Ge (20)) + (1 = A)(Galy) — Ga (w0))
= (AGe(y) + (1 = N)Ga(y)) — (AGe(xo) + (1 — A)Ga(z0))
=G(y) — G(x).

Dabei benutzt die zweite Zeile, dass ®4 bzw. ®. das Subdifferntial von G4 bzw. G4 ist. [

Lemma 3.2.12. Seien g, xg wie in 3.2.8 gegeben. Dann ist xo ein globales Minimum von

g, genau dann wenn es ein Subdifferential f von g an der Stelle xy gibt mit f(xo) =0

Beweis. ,= 7. xzg ein globales Minimum von ¢ = VYh € H : g(xo + h) > g(xg) =
(f(z0), h) < glzo + h) — g(zo) < 0= f(mg) € HT = {0} = f(z0) =0

w& " flzo) =0=Vy € H:g(y) — g(wo) > (f(20),y — w0) = 0= g(y) > g(z0) = 0
ist ein globales Minimum von g O

Bemerkung 3.2.13. Somit ist nach Lemma 3.2.11 und Lemma 3.2.12 der Median m eine

Losung der nicht-linearen Gleichung

®(z) =0.

3.2.3 Hesse-Matrix I',

Wir fithren auch die Hesse-Matrix von G ein.
Lemma 3.2.14. Seiy € H\D. Dann ist

s (- 5525

die Hesse Matriz von G an der Stelle y. Dabei ist 1y, die Identitit und u @ v(h) = (u, h)v
fiir u,v,h € H

Fiir den Beweis orientieren wir uns an Lemma 1 (i) aus dem Appendix fiir [Ger08].

Beweis. Wir wissen nach Bemerkung 3.2.7, dass ® der Gradient von G auf H\D ist. Seien
fyy,h € H mit ||f||= 1. Dann gilt

(@(y + 1), [) = (@), [) = (Ty(h), )

_ X—y—nh 1 X -y X -y
-k <|X T TX —y—a] X =] <I” Xy >(h)’f>]

- <1X RS TR re <h‘<X_H§<’h—>5||2_y)>’f>]

_g|X v X-y—hp 1 <<h’f>_<X—y,h><X—y,f>>}

_HX vl X —y—=hl X =yl X =yl
-<X_y7f> <X_y_h>f> <h>f> <X_yah><X_yaf>:|

=E - — =A+B
L X =yl X —y—hl [[X—yl X = yl? e
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mit < >
— 1 1 X—-y,h
=-E CX‘*hf>Qm;wwu‘\m=M|‘HX—MSH’
_ mlp
B:= E|Wﬂ”|Wﬂ%”’

Wir mochten nun fiir beide Therme zeigen, dass sie schneller als h gegen 0 konvergie-
ren. Ahnlich zur Gleichung 3.3 aus dem Beweis zu Lemma 3.2.6 fithren wir eine Taylor-
Entwicklung durch. Setze f(t) := % und ¢y = |lz — y||>. Dann gilt fiir ein 7 zwischen
|z =y = A]|? und [z — y|I*

1

— = f(lz—y—A|?
== =/ 12)
f// 7] 9
= £ (ko) + £ o) (IBIP-2 o — o)) + T (hg -2 o — g )
1 1 3 2
= — — — (|r]P-2(x —y,h)) + hl2=2(x — 1y, h
1 1 9
= — h||>—2 (z —y, h)) + h||>—2 (x —y, h
ol s (P2 )+ e (24— )
L w-wh P L3 z
- - - =2 (@ — g ).
R i e )
Und deshalb gilt
1 1 ‘
o=yl " Te—y—hl
| (B2 G — ) — — (B2=2 (a — g, 1))
2|z —yl? 82
, \ (3.5)
— IBIP=2 (@ — g, b} 2 (hlP=2 @ -y )
| PP )
1 3

< (1Al ClAl+2 = =yl (Il*=2(z =y, h))| -

2w —yl® g3
Bei der Ungleichung benutzen wir die Dreicksungleichung und Cauchy-Schwarz. Bei A gilt

deshalb ) . < h>
r—Yy,
x—%f( - - N
v I\ ey =l Te=dl Te=yPP
<lz—-y ‘ - -
le =yl =y = " ool ~ Te= P
3 P
o=yl (IRP=2 (e — g m)) — <P
ot A P E

3 TTE
<=yl (1hiP=2 1@ =y my))? + =P
ot ) Ay

3 I
<=yl (1niR+2 o — ol )+ =P
o ) ey

3 1
= |||z —y M2z -yl + 57—
A1) H(MSWI\ o =9l + g

3llz —yll 2 1
u|r< o 2l =l + e
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Dabei benutzen wir in der dritten Zeile Gleichung 3.4, bei der ersten und letzten Un-

gleichung Cauchy-Schwarz und bei der zweiten Ungleichung die Dreiecksungleichung. Da

. 3l|z— 2 .
i (250 (21— o0 + gty ) = e + gt = e g wnd nach

Bemerkung 3.1.1 E [ ] < o0, da wir y ¢ D vorraussetzen, folgt insgesamt

I
[X—yll?

. 4] . 1 H 1 1 (X —y,h)
lim — < lim —FE |[[(X —y, f) - -
h=0 [[h]| k=0 [[A]] I X—y—hl [X—yll [X—yl?
. 31X —yll 2 1
< lim||A||E | ——== (||p||[+2 ]| X — +——1|=0.
tim 1 [ o (RI21X )+ g

Nach #hnlichen Argumenten kdonnen wir auch B abschétzen.

Y
lo—yl oyl
1 1 1 1
I =T~ o=y =y < "=y ~ o=y =n
1 3

< Al (IAll+2 e = 1)

(IRl*=2 (& =y, h))‘-

20z —yll*  8y3

Bei der Ungleichung benutzen wir Gleichung 3.5. Da limp_o (||h]|+2 ||z — y|)

1 3 2_ _ - 1 1
T ([Ih)*=2 (z — v, h>)‘ = To=al? und nach Bemerkung 3.1.1 E [IIX*yIIQ} < 00

gilt, da wir y ¢ D voraussetzen, folgt insgesamt

. Bl _ .1 { (h, f) (h, f) ]
lim — < lim —FE —
h=0 ||B[| — h=o [|B] [ X =yl X —y— A
. 1 3([|PIIP—2(X —y,h))
< lim||R||E | (||h]|+2 || X — —
B A | (421X =31 | s o
=0.

Insgesamt haben wir

i 12W + 1) = @(y) —Ty(Wll, _ sup lim (@(y+h) —P(y) —Ty(h), f)
h—0 I If|=1h—0 Al

14l 1Bl _
T f=1h=0 (IRl IR

Lemma 3.2.15. Fir a € H\ D ist 'y unter Annahme 2 ein beschrinkter Operator.
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Beweis. Sei h € H mit ||h||= 1. Dann gilt

ot = [2 |t (e _H(jf—aH? ')
- HE[HXl—aI (n- ||X—a||2 ol
<e{|px e (- ||X = au? ol

o Ix o]
<Elix—al (”h'” T aH2 ]

1 X = afl-[[p]lI(X IIH
<E 1+
L[ X =« ( X = O<||2

1 1
=E (1+1)] =9F {
LIIX =« X —af

Dabei sind die ersten beiden Ungleichungen Dreiecksungleichung und die Dritte Cauchy-

| <.

Schwarz-Ungleichung. Dass das Ergebnis endlich ist, war genau Bemerkung 3.1.1. O

Bemerkung 3.2.16. Ty, ist kein kompakter Operator.

3.3 Konvexitiat

In diesem Abschnitt fithren Konvexitéit allgemein ein und zeigen mit Hilfe der Ableitungen,

dass G konvex ist.

3.3.1 Allgemeine Einfiihrung

Definition 3.3.1. Eine Funktion f heiffit streng konvex, falls fiir z,y € H mit x # y
und alle ¢ € (0,1)

[z + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)
gilt.
Lemma 3.3.2. Sei f eine zweifach differenzierbare Funktion von H nach R und Ty, die

Hesse-Matriz von f an der Stelle a. Wenn ', tiberall positiv definit ist, das heifst fir alle
h,a € H gilt (h,Tyh) > 0, dann ist f streng konvez.

Beweis. Seien x,y € Hund t € (0,1). Setze z := tx+ (1 —t)y. Nach Taylor Approximation
gilt fiir gewisse 1,17’ € H

F(#) = $) + VG (@ = 2) 5 (o= 2, Tyl = ) > £(2) + V() (@ 2),
Fly) = F2) + VHE (—2) + 5 v = = Tply = 2)) > £(2) + V1) (0 - 2).

Dabei benutzen wir bei den Ungleichungen, dass die Hesse Matrix streng positiv definit

ist. Daraus folgt

tf(z) + (L= 1) f(y) > t(f(z) + VI(2) (@ = 2)) + (1L = )(f(2) + V()" (y — 2))
= f(2) + Vf(2)T (t(x —2) + (1= )(y — 2))
= f(2) + V()" (tz + (1 = t)y — 2) = f(2) + Vf(2)7(0)
= [tz + (1 =1t)y).
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O]

Lemma 3.3.3. Sei f eine streng konvexe Funktion von H nach R. Dann besitzt f hoch-

stens ein globales Minimum.

Beweis. Seien z,y € H globale Minima von f. Insbesondere ist dann f(z) = f(y). Weil f

streng konvex ist, gilt dann
1 1 1 1
5o+ 5v) < 3@+ 30 = fia).
Somit wire f(Z5Y) < f(z), was der Minimalitit widersprechen wiirde. O

3.3.2 Anwendung

Wir moéchten nun die Konvexitédt von G nachweisen und fiir uns hilfreiche Riickschliisse
ziehen.

Im Folgenden bezeichne I'y, stets die Hesse-Matrix von G (vgl. Lemma 3.2.14). Seien
a,h € H. Setze h = h/| h|.

Lemma 3.3.4. Es gilt

(h Tah) = 1A [n i (1 - Wﬂ |
E;fi oot
oo b

In der ersten Zeile benutzen wir Lemma 3.2.14. Wobei die dritte Gleichung aus Linearitét

(h,Tyh)

des Skalarprodukts und des Erwartungswerts folgt. O

Lemma 3.3.5. Sei P, die Projektion auf das orthogonale Komplement von h. Dann gilt

(h,Tah) = |h|°E

L IR X))
fa=XT Jla =X
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Beweis. Offensichtlich ist {h} eine Orthonormalbasis fiir span(h). Deshalb gilt P, = Iy, —
(h,-Yh. Aus Lemma 3.3.4 folgt

(h,Tah) = [|h|*E HQ_IXH <1 - WH
— i [y (L= AE Gl =8

L[l = X| lov — X[

- - 7112
_ hIPE 1 |(r = X) = (h,a — X)h||

[lov — X| lor = X2

:||h||2E 1 ||PB(O‘_X)||2 ]
la =X fla = X2

Wobei die dritte Gleichung aus dem Satz Pythagoras folgt
(@ = X) = (h,a = X)B|* = lla = X|2+[|(h, & — X )]

—2(a— X, (h,a — X)h)

= [la = X|*+(h, o — X)?||2|)?
—2(h,a — X)(h,a — X)

= |la — X|[P+(h,a — X)? - 1 —2(h, o — X)?

= [la — X|*~(h,a — X)*.

O

Lemma 3.3.6. Sei A eine positive Konstante und B der Ball von Radius A. Unter

Annahmen 1 und 2 existieren positive Konstanten ca,C 4, sodass
Va € BA\D,Vh € H, cal|h||>< (h,Toh) < Callh|?,
wobei D aus Annahmen 2 stammit.

Beweis. Abschitzung von oben:
1 HPE(O& — X)||2 < ”hH2E 1 H(Oé _X)”2

loo = X[| fla=X[? |~ oo = XI| [l = X2
=4

v = X|

Wobei die erste Gleichung aus Lemma 3.3.5 folgt. Die erste Ungleichung riithrt daher, dass

(h,Tah) = |h|°E

_ |HPE [ — Calln]?

P, eine orthogonale Projektion ist. Cy = E [” X” ist wegen Annahme 2 endlich, da

a ¢ D. Fiir die Abschéitzung von unten geniigt es wegen Lemma 3.3.5

HP<>H] - 56)

Vo€ H,Vu e H, [lul=1, (u,Tqu) =E
X = af?

zu zeigen. Sei U == {U C H Untervektorraum|vzx € U : Var((z, X)) = 0}. Da {0} € U,
ist U nicht leer. Offensichtlich ist das eine halbgeordnete Menge, in der jede Kette eine
obere Schranke hat. Nach dem Lemma von Zorn hat U hinsichtlich der Mengeninklusion

ein maximales Element U’.
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Zwischenbehauptung. Es gibt zwei orthogonale Vektoren 0 # vy, vy in U’

Beweis Zur Erinnerung: Annahme 1 besagt, dass fiir Vh € H3h' € H : (h,h’) = 0 und
Var ((h/, X)) > 0. Daraus folgt direkt, dass U’ # H. Da nach Annahme 4 dim(H) > 3,
gibt es ein 0 # v, € U’ L. Wieder nach Annahme 1 gibt es ein vy € H fiir das (vy,02) =0
und Var ({02, X)) > 0 gilt. Letzteres zeigt uns, dass v ¢ U’ und somit codim(U’ &
span(v1)) > 1. Aus Dimensionsgriinden kénnen wir ein 0 # vy € U’* wihlen, das immer
noch orthogonal zu vy ist (d.h. vy € (U’ @ span(vy)*).

#

Seien nun solche vy, v2 gegeben. Definiere fiir ¢ € [0, 27] v4 = cos(t)v; +sin(t)ve und die
Abbildung f : [0,27] — R, t — Var ({v;, X)). f ist als Verkettung stetiger Funktionen
stetig und da es auf einer kompakten Menge definiert ist, nimmt es ein globales Minimum

¢ an.
Zwischenbehauptung. ¢ > 0

Beweis Angenommen ¢ = 0. Dann gibt es ein ¢y € [0,27] mit f(t9) = 0. Betrachte
vy,. Nach Definition gilt Var ({vy,, X)) = 0, weshalb span(vs,) € U. Da U’ maximal in
U ist, ist span(vy,) € U’ also cos(tg)vy + sin(tg)va = v, € U'. Da vy,v2 € U'" und
|sin(to)|+|cos(to)|# O kann das aber nicht sein. #

Das bedeutet, dass fiir alle v € V fiir V' := span(vy, vy) mit |[v]|=1 Var((X,v)) > ¢ >0
gilt. Kommen wir zuriick zu u aus der eigentlichen Behauptung 3.6. Aus Dimensions-
griinden miissen span(u)® und V einen nicht-trivialen Schnitt haben. Sei nun v € V' mit
(v,u) = 0 und |lv||= 1 gegeben. Da also v ein Einheitsverktor in span(u)* ist, gilt fiir die
orthogonale Projektion P, auf span(u)® fiir alle y € H: |Pyyl|* > (y,v)2. Insbesondere
gilt ||Pu(X — a)||* > (X — a,v)2. Sei K € R und betrachte Var ((v, X)) Lgxy<ky- Wir
mochten zeigen, dass Letzteres, wenn man K grof3 genug wéhlt, auch immer echt positiv

ist:
Lyix <K} B 1 fir K — oo und die Abbildung z — Var ({(v, X)) x ist stetig
= Var ((v, X)) 1 x )<k} 5 Var ({(v, X)) -1 >¢ >0 fir K — oo
= 3K,d > 0: Var ((v, X)) Iyx|<k} = ¢ P— f.s.

Seien nun solche K, ¢ > 0 gegeben. Wenden wir uns schlielich der Ungleichung aus 3.6
1

zu. Wir erinnern uns, dass nach Voraussetzung o € B4. Sei M =

(A+K)3
|P.(X — o) (v, X —a)? (v, X —a)
x| 2R [ 1X —al } = [quffﬂ{““”
1
> ARl X - @)L x|<K)]
= M- (Var((v, X — a)lgx<y) + B [(0, X — a)lgxy<iy]”)
= M - (Var({v, X)1gxjry) + E [(0.X — ) Lx<])
>M-(d+0)=Md=:1ca>0

32 Kapitel 3 Daniel Fridljand



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

Dabei ist die erste Gleichung der Verschiebungssatz und die Zweite die Translationsinva-
rianz der Varianz. Die letzten beiden Ungleichungen folgen aus oben bewiesenen Eigen-

schaften von ¢. O

Bemerkung 3.3.7. Als Spezialfall erhalten wir, dass es fiir den Median m zwei positive
Konstanten 0 < ¢y, < Cr, < E [||X — m||7!] < oo gibt, sodass

cmllhl*< (R, Tmh) < Cin|h]1%.
Folglich ist I'y, positiv definit und entsprechend invertierbar.

Korollar 3.3.8. G ist streng konvex in H (vgl. 3.3.1).

Beweis. Aus Stetigkeitsgriinden ist die Hesse-Matrix von G iiberall streng positiv. Nach
Lemma 3.3.2 ist also G streng konvex in B4. Da A beliebig grof3 gewahlt werden kann, ist
G auf ganz H streng konvex. O

Korollar 3.3.9. G ist stark konvex auf jeder beschrinkten Menge: Fir A > O gibt es
¢a > 0, sodass

Vo, ap € Ba: (@ (ag) —® (o), 00 — 1) > éx [loo — o2
Beweis. Sei A > 0 und a1, ag € B.

<(I) (042) —® (Oél) , (g — a1> =A <‘1)C (042) — (I)c (Oél) , (g — Oé1>
+ (1= X) (g (2) — Py (a1), 0 — 1)
Aus Lemma 3.2.11 folgt
(Pg () —Pg(a1), 0 — 1) = (Pg (a2) , 0 — 1) + (Pg (1), 1 — a2)

> G (a2) —G(a1)+G(aq) — G ()
=0.

Weshalb also (@ (ag) — @ (1) , a0 — a1) > A (P, (a2) — D (1) , a9 — a1)+0 gilt. Definiert
man oy = (1 — t)ag + tag und f(t) = ® (ay), so kann man ® (ag) — @ (ay) = fol f(t)dt

umschreiben. Setze weiterhin u = ”gzizi”.
Zwischenbehauptung.
f'(t) = llaz — a1||Tq, (u)
Beweis
d d d d
"t) = — = —& = @’ = =T, | —(1-
PO = 70 = 5 () = @' (@) (o) =Ty (0= 001 + 1)
=Ta,(az — 1) = [laz — an[|Ta, ()
#
Deshalb
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(®, (a3) — @, (1), a2 — 1) </f dtag—a1>—||a2—a1||/ (), u) dt
—Hag—alH/ () uydt > [l — ol / cadt

= |loag — o |?ca.
Wobei ¢4 und die entsprechende Ungleichung aus Lemma 3.3.6 stammen. Insgesamt folgt

<(I) (Ozz) - & (Oq) , (v — 041> 2 A <(I)C (Ozz) — (I)C (041) , Qg — Oz1>

> Ao — alHQCA =: Callaa — ang.

3.4 Grundeigenschaften

3.4.1 Existenz, Eindeutigkeit

[LM92] zeigte, dass die Existenz des geometrischen Medians ohne unsere Annahmen im
Allgemeinen nicht gesichert ist, indem er ein Gegenbeispiel in einem Banachraum konstru-
iert hat.

Fiir den Beweis der Existenz mit unseren Annahmen orientieren wir uns an [Kemg&7]
Lemma 2.3 und Theorem 3.6. Wir vereinfachen den dortigen Beweis, da wir es mit einem
Hilbertraum statt eines Banachraums zu tun haben. Fiir die Eindeutigkeit benutzen wir

bereits gezeigte Resultate.
Lemma 3.4.1. Der geometrische Median m ist eindeutig.

Beweis. Nach Lemma 3.3.8 ist G streng konvex. Nach Lemma 3.3.3 hat G dann héchstens

einen Minimum. O

Man konnte die Existenz des Minimums von G auch aus Konvexitdt von G folgern.
Wir geben hier einen anderen Beweis um ein besseres Versténdnis fiir G zu erhalten und,

weil wir Teile der Beweisschritte spéter nochmal bendtigen.

Gly) _ 4

Lemma 3.4.2. lim”yH_mO Toll

Beweis. Fiir alle y € H gilt

' ’ ‘ X =yl =IXI]| o EOIX = yll=[1XN0 _ Elllyll
[y Iyl B lyll i

~1. (3.7)

Setze fiir die andere Ungleichung H(u) = P({z € H : ||z||< u}), H(u) = P({z € H :
|z||> u}) = 1 — H(u) < 1. Dann ist H(u) die Dichte der Abbildung ||-|| beziiglich PX.
Setze r == ||y||. Dann gilt

34 Kapitel 3 Daniel Fridljand



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

G(y) = E[[| X —yl-IX]] = /Hﬂf — yl|—|=||dP* (z)

max — Zll, — X.’,U = Oomaﬂ:' r— Z2u,—r u
> [ maa(ull -2l ~ll}ap @) = [~ maas ~ 20 ~r}ar )
—/0 max{r — 2u, —r}dH (u) Z/o (r—2u)dH(u)—/O (r —2u)H'(u)du
— [(r = 20) H(u)]] — /0 COH(u)du = —rH(r) + /0 2H (u)du
:/0 2H(u)—H(r)du2/0 2H(u)—1du:/0 1-2(1— H(u))du
:/ 1 — 2H (u)du.

0

Da H(u) | 0 fiir u — oo, gibt es fiir jedes € ein ug, sodass fiir alle u > ug gilt: H(u) < 5.

Somit folgt

1 /" ~ 1 (" ~
Gl > / 1 —2H(u)du > / 1 —2H(u)du
Iyl — 7 Jo " Jug
1 /7 T — U U
>~ 1—¢)du= l—¢g)=(1—-—)(1Q—¢).
s a-am="T0 g = (1= ) 0 -
Deshalb gilt
G(y) . Uo
—=>1lim (l1-—)(1—-¢)=1—¢.
lyli=oo flyll — r=voo ( r ) t=e)
Und weil € beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt limy, o %?ﬁ) > 1. O

Lemma 3.4.3. Es gilt: G, = inf,cy G(a) > —00.

Beweis. Sei {ay,}nen eine Folge in H, sodass lim, oo G(a,) = Gy gilt. Ist {ay, tnen be-
schriankt, so ist es nach Gleichung 3.7 auch {G(ay,) }nen und somit auch G,. Ist {a, fren
unbeschrénkt, so strebt G(a;,) nach Lemma 3.4.2 gegen oo. O

Lemma 3.4.4. Es gibt 1 € RL,, sodass G, = infaey G(a) = infaep, G(a). Somit kann

sich der geometrischer Median wegen seiner Findeutigkeit nur in B, befinden.

Beweis. Es gilt nach Lemma 3.4.3 —co < G, < G(0) = 0. Setze r := sup{||y||: G(y) < 0}.
Da nach Lemma 3.4.2 limj,| o, G(y) = 00, ist 7 endlich. Desweiteren hat r die Eigenschaft,

dass aus ||y||> r folgt, dass G(y) > 0. Daraus folgt die Aussage. O

Satz 3.4.5. Sei H ein separabler Hilbertraum und X eine Zufallsvariable mit Werten in

H. Dann existiert ein geometrischer Median.

Beweis. Sei r aus Lemma 3.4.4 gegeben. Nach Wahl von r geniigt es zu zeigen, dass G
aus 3.1 auf B, ein Minimum annimmt. Man bemerke, dass im unendlichdimensionalen Fall
B, nicht kompakt in der Normtopologie ist. Nach Korollar 2.1.22 ist jedoch die schwache
Topologie (vgl. 2.1.16) auf B, kompakt und metrisierbar.

Sei {ay, }nen eine Folge in B,, sodass lim, o G(ay,) = Gy gilt. Da B, kompakt und

metrisierbar beziiglich der schwachen Topologie ist, konnen wir iiber eine Teilfolge ohne
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Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass {ay, }nen schwach konvergiert mit
a, — m € B,. Nach Lemma 2.1.19 gilt fiir alle x € H, dass

Im — 2|~ 2]} < lim infflo, — ]~ ]
Mit Monotonie des Erwartungswerts und dem Lemma von Fatou folgt

G(m) = E[| X —m| [l X]] < Ellim inf[| X — ay, ||| X]]

< liminf E[| X — ap|— || X][] = lim inf G(an) = G..
n—oo n—oo

Aber da m € B, gilt auch G(m) > G, und somit G(m) = G,. Deshalb ist m ein geome-
trischer Median. O

3.4.2 Robustheit

An dieser Stelle konnte man sich fragen, warum wir uns entschlossen haben uns auf den
Median statt auf den Mittelwert zu konzentrieren. Letzterer scheint in sehr relevanten
Kontexten die intuitive Wahl zu sein, da er z.B. der optimale Schétzer fiir die Lagepara-
meter der Normalverteilung ist. Das liegt an folgendem entscheidenden Unterschied:

In vielen Anwendungen aus der realen Welt, sind gesammelte Daten mit Stor-
ungen verunreinigt und kénnen z.B. wegen grober Messfehler grofie Ausreifler beinhalten.
Diese Ausreifler automatisiert zu erkennen ist nicht einfach in Stichproben mit hoher
Dimension und Stichprobengréfie, wie z.B. in 2.3.1.

Der Durchschnitt ¢ kann durch eine einzige Stérung im Datensatz vollkommen durch-
einander gebracht werden: Wenn irgendein Datenwert y; — +o00, dann § — £o0o. Ande-
rerseits wird der Median durch einen einzelnen sich gegen +oco bewegenden Wert kaum
beeinflusst. Der Median ist also resistent gegeniiber groben Fehlern, wihrend der Mittel-
wert es nicht ist. Tatsdchlich kann der Median bis zu 50% Fehlerwerte tolerieren bevor
er beliebig groff gemacht werden kann. Wir sagen, dass der breakdown point bei 50%
liegt, withrend der des Mittelwerts bei 0% ist. Bemerkenswerterweise hat der Median somit
den hochsten breakdown point, den ein Indikator haben kann. Denn intuitiv ist klar, dass
wenn mehr als 50% der Beobachtungen verfilscht sind, der Schitzer nicht mehr zwischen
der eigentlichen Verteilung und der verfilschten Verteilung unterscheiden kann. Diese Ei-
genschaft des Medians nennt sich Robustheit and macht es zum bevorzugten Indikator
in realer Anwendung.

Wir moéchten nun beweisen, dass der breakdown point bei 50% liegt. Wir orientieren
uns dafiir an [Ger08] Abschnitt 5. Zunéchst miissen wir ihn formal definieren. Sei ¢ € [0, 1]

vorgegeben. Betrachte die Kontaminationsumgebung von P
N (P) ={(1 — )P+ eQ: Q ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf H} .

Wir bezeichnen mit M (P) immer den Median eines WahrscheinlichkeitsmaBes P. Der ma-
ximale Bias des Medians iiber N (IP) ist definiert als

Bu(e) = sup {HM(IP’) — M(P)|: P e N (IP’)} .
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Bemerke, dass Bjs(e) nicht endlich sein muss. Tatséchlich wird es unendlich, wenn ¢
grol genug ist. Fiir ¢ = 1 wire zum Beispiel P ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf
und entsprechend M (P) beliebig weit weg von M (P). Definiere nun also den breakdown
point

ey =inf {e: By(e) = oo}

Satz 3.4.6. ¢}, = 0,5

Beweis. Wenn B)j(e) = 0o, dann gibt es eine Folge von Wahscheinlichkeitsmafien
{Qn},,cny sodass fiir P, = (1-e)P+eQ,, |M (If”n)
Gs(y) = [(||z — y|—|lz|)P(z) fir ein WahrscheinlichkeitsmaB P in Anlehnung an die
zu minimierende Funktion G aus 3.1. Offenkundig gilt Gg, (y) > —|ly|| und nach 3.4.2

— oo gilt. Setze

. G . ] ]
lim 00 % = 1. Weiterhin gilt

Ge, (M (F.))
M (f@n)

lim inf = liminf

(1— )G (M (‘~n)> + Gy, (M (Pn))

> (1 —5)1inni>i£fH]\/[<Pn)

=1-— 2e.

Aber, da M (I@n> das Minimum von G ist, gilt G (M (I@n>) < Gp, (0) = 0, weshalb

€ > % Somit ist €3, > % Wie oben ausgefiihrt, kann aber 3, nicht grofier als % sein. [

Diese Robustheit lédsst sich auch mit der geometrischen Vorstellung 2.2 veranschauli-
chen: Wenn ein Median und die entsprechende Sphére gegeben ist, hat ein einzelner sich

entfernender Punkt keine Auswirkung auf seine Projektion.
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Kapitel 4
Martingaldifferenz

Wir mochten in diesem Kapitel etwas Theorie im Zusammenhang mit dem bedingten
Erwartungswerts und Martingalen, die wir fiir spétere Beweise benttigen, einfiihren. Der
Grofiteil des in diesem Abschnitt eingefiihrten Materie ist Gegenstand einer weiterfithrend-

en Vorlesung in Wahrscheinlichkeitstheorie.

4.1 Konvergenzarten

Seien im Folgenden Y und Y, fiir n € N Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (2, A, P) mit Wertebereich in einem metrischen Raum (), d).

Definition 4.1.1. Die Folge {Y,},, .y konvergiert P-fast sicher gegen Y, falls
P (limy o0 d (Yn,Y) = 0) = 1 gilt. Wir schreiben

lim Y, =Y P-s. oderY, P—i.s). Y.

n—oo

Bemerkung 4.1.2. Angenommen lim,_,, Y, =Y P-f.s.. Dann gibt es also fiir jedes € > 0,

eine PY-Nullmenge N und eine natiirliche Zahl n. € N, sodass
Vn>n.: {Y(w):weQCNU{yel: ||Va(w)—y| <e}.

Definition 4.1.3. Sei p > 1. Die Folge {Y,}, oy konvergiert in %), gegen Y, falls
limy, 00 E [d (Y;,, Y)?] = 0. Wir schreiben

. . %p

lim Y, =Y in %, oder ¥,, — Y.

n—00

Definition 4.1.4. Die Folge {Y,.},cy

reellen, stetigen, beschrinkten Funktionen f lim,, o PY» f = PY f gilt. Wir schreiben

konvergiert in Verteilung gegen Y, falls fiir alle
lim Y, =Y in Verteilung oder Y, i> Y.
n—oo

%
Lemma 4.1.5. Aus Konvergenz in %, folgt Konvergenz in Verteilung, d.h. ausY,, —Y
folgt Y, Ay

Beweis. Die Aussage sollte in der Einfithrung in die Wahrscheinlickeitstheorie bewiesen

worden sein. O

38



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

Definition 4.1.6. Die Folge {Y, }, .y heiit asymptotisch normalverteilt, falls es eine
eine normalverteilte Zufallsvariable W ~ N (u, ¥) und Folgen {a,},cy und {b,}, o gibt,

sodass
Y,—an 4
—

Wir schreiben kurz

4.2 Bedingter Erwartungswert

Wir fithren den bedingten Erwartungswert ein und zeigen Rechenregeln, die wir benotigen.
Der bedingte Erwartungswert ist Gegenstand einer weiterfiihrenden Vorlesung in Wahr-

scheinlichkeitstheorie. Wir orientieren uns an Abschnitt 8 in [Kle06].

4.2.1 Definition

Sei im Folgenden immer (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 7 C A eine Unter- o -
Algebra und (H, (-, -)) ein separabler Hilbertraum (vgl. 2.1.5). Sei X : (Q, A,P) — H eine

Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert.

Definition 4.2.1. Eine Zufallsvariable Y heifit bedingte Erwartung von X gegeben F,
in Zeichen E [X|F] ==Y, falls

i Y F-messbar ist,
ii Fir jedes A€ Fgilt E[X14] =E[Y14]

Bemerkung 4.2.2. Aus der Definition folgt direkt, dass, falls X beziiglich F-messbar ist,
E [X|F] = X gilt. Zum Beispiel folgt aus o(X) C F, dass E [X|F] = X gilt.

Satz 4.2.3. Der bedingte Erwartungswert E [ X |F] existiert.

Beweis. Setze pu~X : A~ E[X14] fiir A € A. Dann ist uX offenkundig ein Maf. Da X
nach Annahme eine endliche Erwartung hat, ist x4~ (Q) = E[X1g] = E[X] < oo und
pX somit endlich. Es ist leicht einzusehen, dass u* < P gilt: Sei N eine P-Nullmenge.
Dann ist uX(N) = E[X1y] = 0. Sei h die natiirliche Einbettung von F in A. Dann sind
pX oh = puX ‘ Fund Poh = P| » die natiirlichen Restriktionen. Dann wird uX } 7 immer

noch von P|» dominiert. Wir konnen also die Radon-Nikodym-Dichte nehmen

d“X’f _d(p¥oh)

E[X|F] = dP|, ~ d(Poh)

Dann ist E[X|F]| F-messbar und fiir F' € F gilt

E[Xf]dIP’:/ d

E (ELX|7)1r) = | i

F

Sei ferner auch Y : (2, A,P) — H eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert.
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Satz 4.2.4. (Linearitét) Sei A € R ein Skalar. Der bedingte Erwartungswert ist linear,
also EINX + Y| F] = AE[X|F] + E[Y|F]

Beweis. Die rechte Seite ist F-messbar, und fiir A € F ist

E[14(AEX|F] + E[Y|F])] = AE [LAE[X|F]] 4+ E [14E[Y | F]]
= AE[14X]+ E[14Y]
=E[1o(AX +Y)].

O

Lemma 4.2.5. Sei X stochastisch unabhingig von F (d.h. o(X) und F sind unabhingig).
Dann ist E[X|F]| = E[X].

Beweis. Wir miissen die beiden Bedingungen aus der Definition des bedingten Erwar-

tungswerts in 4.2.1 nachrechnen.
i Trivialerweise ist E[X]| als Konstante messbar beziiglich F.

ii Sei A € F. Dann sind X und 14 unabhingig. Es folgt

E[E[X]14] = E[X]E[14] = E[X14].

4.2.2 Eigenschaften reellwertiger Fall

In diesem Unterabschnitt rechnen wir einige Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts

fiir Zufallsvariablen mit Wertebereich in R nach. Wir werden sie spéter erweitern.
Lemma 4.2.6. Sei X € £Y(Q, A,P). Dann ist E[X|F] P-fast sicher eindeutig.

Beweis. Seien Y und Y’ Zufallsvariablen, die Bedingungen i und ii aus der Definition des
bedingten Erwartungswerts in 4.2.1 erfiillen. Setze A := {||Y —Y’|| > 0}. Da Y und Y’
nach i beziiglich F-messbar sind, ist A € F. Dann ist nach Bedinung ii aus Definition 4.2.1

0=E[X14] —E[X14]=E[YI4]-E[Y'14] =E[(Y - Y’) 14].

Wegen (Y —Y’)14 > 0, ist dann P(A) = 0, also Y < Y’ P-fast sicher. Aus Symmetrie
folgt Y > Y’ und somit Y =Y. O

Lemma 4.2.7. (Monotonie) Seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen. Ist X >'Y
P-fast sicher, so ist E[X|F] > E[Y|F] P-fast sicher.

Beweis. Sei A = {E[X|F]| < E[Y|F]} € F. Wegen X > Y ist E[14(X —Y)] > 0, also
P(A) = 0. O

Lemma 4.2.8. (Dreiecksungleichung) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann
gilt E[| X||F] > |E[X|F]|.
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Beweis. Seien X+, X~ > 0 Zufallsvariablen mit X = X — X~ gegeben. Dann folgt aus

der Monotonie und Linearitat
E[|X||F] = E[XT + X 7| F] = E[XT|F] + E[X | F]
> maz{E[X|F],0} + maz{-E[X|F],0} = |E[X]|F]|.
O

Satz 4.2.9. (Majorisierte Konvergenz) Sei Y € £ reellwertige Zufallsvariable mit
Y > 0 und ist {X,}nen eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen mit |X,| <Y fir

n € N. Gilt zusditzlich X, Pi;)' X (vgl. 4.1.1), so gilt:

lim E[X,|F]=E[X|F] P-fs.

n—oo
Beweis. Seien alle Voraussetzungen aus dem Satz gegeben. Setze Z,, := supy>, | X — X/|.
Dann ist 0 < Z, < 2Y und Z, L5400, Nach der majorisierten Konvergenz fiir den klassi-
schen Erwartungswert gilt E [Z,,] iy 0, also nach der Dreiecksungleichung

E [|E [X,|F] — EIX|F]|] < E[E[ X5 — X||F]] = E[|Xn — X|] < E[Z,] =30,

Dies entspricht aber der .#;-Konvergenz (vgl. 4.1.3). Da {Z,}, .y monoton fallend ist, gilt
dies nach der Monotonie auch fiir {E [Z,|F]}, cn. Da Z, nichtnegativ ist, existiert

Z = lim,_,o E[Z,|F]. Nach dem Lemma von Fatou ist

E[Z] < lim E[E[Z,|F]] = lim E[Z,]

=E | lim sup |Xy; — X|

n—o0 k>n

:E[hm an—X|] = 0.
n—oo

n—oo

Da Z nicht negativ ist, ist also Z = 0 und damit E [Z,|F] — 0 P-fast sicher. Weiter gilt

n—oo

|E [X,|F] —E[X|F]| <E[|X, — X||F] <E |sup | Xy — X||F| =E[Z,|F] — 0
k>n

Dabei ist die erste Ungleichung die Dreiecksungleichung aus 4.2.8 und die Zweite die
Monotonie aus 4.2.7. O

Lemma 4.2.10. Sei {X;};cn eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen. Dann gilt

ZXZ»\}'] => E[Xi|F],

€N €N

E

falls 3, cn | Xi| € 21

Beweis. Setze Z, = Y7, X; und X = Y,y X;. Dann Z, "% X und |Z,| <

> ien | Xi|- Nach der majorisierten Konvergenz aus 4.2.9 gilt
f]

n

>x

E [ZXM =E[X|F] = lim E[Z,|F] = lim E
=1

n—00
1€N

= lim Y E[Xi| Fl =) E[X;|F].
i=1 =1
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Lemma 4.2.11. Seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen. Ist E[|XY|] < oo und ist

Y messbar beziiglich F, dann ist
E[XY|F] =YE[X|F].

Beweis. Sei zunéchst X > 0und Y > 0. Fiir n € Nsetze Y;, = 27" [2"Y]. Dannist Y, 1Y
sowie Y, E[X|F] 1 YE[X|F], da wegen der Monotonie aus Lemma 4.2.7 E[X|F] > 0 gilt.

Es gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

n—oo

E[1AY,E[X|F]] —— E[LAYE[X|F]].
Andererseits ist

E[14Y,E[X|F]] = Z E [1aly,—jo-n k2 "E[X|F]]
k=1

= E[Lalfy,—po-njh2 "X
k=1
n—oo

=E[14Y,X] = E[14Y X].

Also gilt E[1AYE[X|F]] = E[14Y X]. Im allgemeinen Fall schreiben wir X = X — X~

und Y = Y™ — Y~ und nutzen die Linearitit der bedingten Erwartung aus. O

Lemma 4.2.12. (Turmeigenschaft) Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und
G C F C A o-Algebren. Dann gilt E[E[X|F]|G] = E[E[X|G]|F] = E[X|G].

Beweis. Die rechte Gleichung folgt aus Bemerkung 4.2.2, da E[X|G] messbar
beziiglich F ist. Sei nun A € G C F, das heifit A ist insbesondere in F.

E[TAE[E[X|F]|G]] = E[1AE[X|F]] = E[14X] = E [14E[X[]]].

4.2.3 Eigenschaften mehrdimensionaler Fall

In diesem Abschnitt erweitern einige der Resultate aus dem letzten Abschnitt. Im folgenden
ist der Wertebereich immer ein allgemeiner, separabler Hilbertraum H.
Da nach Annahme der Hilbertraum H separabel ist, haben wir nach 2.1.11 eine Ortho-

normalbasis {e; }ien (vgl. 2.1.10). Sei im Folgenden {e;}ien immer diese Orthonormalbasis.

Bemerkung 4.2.13. Sei h € H ein Vektor im Hilbertraum. Sei X eine Zufallsvariable mit

Wertebereich in H. Dann folgt aus der Linearitdt des bedingten Erwartungswerts (vgl.
4.2.4)

E[(X, h) |F] = (E[X|F], h) .

Lemma 4.2.14. Sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich in H. Dann ist E[X|F]

P-fast sicher eindeutig.

42 Kapitel 4 Daniel Fridljand



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

Beweis. Seien Y und Y’ Zufallsvariablen, die Bedingungen i und ii aus der Definition
des bedingten Erwartungswerts in 4.2.1 erfiillen. Setze Xj = (X, ex), Yi = (Y, ex) und
Y, = (Y, ex). Dann sind Y, und Y} beide bedingte Erwartungswerte beziiglich F fiir X,
denn beide sind F-messbar und fiir jedes A € F gilt

E[Xp1a] = (E[X14],ex) = (E[Y14],er) = E[YiLa].

Dasselbe gilt fir Y. Da Y, und Y, reellwertige Zufallsvariablen sind, gilt nach Lemma
4.2.6 Y}, = Y} P-fast sicher. Da k beliebig war, muss nach Definition der Orthonormalbasis
Y =Y’ P-fast sicher gelten. O

Folgender Satz erweitert die Aussage aus 4.2.10.

Satz 4.2.15. Sei {X,}ien eine Folge von Zufallsvariablen. Dann gilt

E > Xi|F| =) E[X;|F]

ieN 1€EN

falls fiir alle k € N ", |(er, X;)| € £ gilt.

Beweis. Definiere fiir ¢, j € N Xj (€j, X;). Dann ist X, ZJ eine reellwertige Zufallsvariable.
Sei k € N. Dann gilt

<ek,ZE[Xi]}“]>:Z<ek, Xl F]) = D Ellen, Xi) 1F] = > E [ x}17]

€N €N €N €N
=E [ZXﬂ]:] =E [Z (ex, Xi) |]:] =E [<€k,ZXi> |]:]
ieN ieN ieN
> Xi|lF

= <ek,IE >
i€N

Dabei benutzen wir in der zweiten Zeile Lemma 4.2.10. Alle anderen Gleichungen nutzen

die Linearitét des Skalarprodukts und des bedingten Erwartungswerts. Somit gilt fiir ein
beliebiges k € N
<ek,ZE [ X;|F] - [ZX|F]>
€N 1€N
Nach der Definition der Orthonormalbasis (vgl. 2.1.10) folgt die Aussage. O

Lemma 4.2.16. Sei )\ eine Zufallsvariable mit Werten in R und X eine Zufallsvariable
mit Werten in H. Sei E[|AX]|] < oo. Ist A messbar beziiglich F, dann ist E[AX|F] =
AE [X|F]. Ist X messbar beziiglich F, dann ist E[AX|F] = E[AF] X

Beweis. Nach Lemma 2.1.13 kénnen wir X = 3,y (X, ;) ej =: 3y XJe; mit X;, wie
in Satz 4.2.15, schreiben. Somit gilt durch Satz 4.2.15

EMX|F]=E |A) _ Xej|F| = E[AXI|F]e;.
jeN jEN
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Fall 1: Ist A messbar beziiglich F, so folgt durch 4.2.11, X reellwertig ist
Y EDMXI|Fle; =AY E[XI|Fle; =AE | > XVej|F| = AE[X|F].
JEN JEN JEN

Fall 2: Ist X messbar beziiglich F, so folgt durch 4.2.11

Y EAXI|F]e; =) ENF| Xe; =ENF|X
JEN jeN

O

Lemma 4.2.17. Sei g : H X H — H eine messbare Abbildung. Sei X unabhdngig von F
und Y messbar beziiglich F. Wenn zusdtzlich gilt, dass E |E[||g (X, y)\|]|yzy} < 00. Dann
gilt fiir w € Q

Elg(X,Y) [ F]=E[g(X,y)]l,—y

Beweis.

Efllg (X,Y)]] = / lg ()| AP (2, )
~ [[ I (@) ¥ (@)@ )
- / E[llg (X, )] 4B (y)

=E |E[lg (X,9)lll,_y | < oo

Die zweite Zeile benutzt, dass X 1L Y und den Satz von Fubini. Setze
Z =E[g(X,y)] y—y - Wir rechnen die Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts nach:

1. Y F-messbar, g messbar = E[g (X,y)]|,_, F-messbar

2. Sei FF € Fund B =Y(F)

/ Elg (X, y)]
F

aP = /E[ (X, )] dPY (y)

// (z,y) dPX () dPY (y)

—/ g (z,y) dPEY) (2,y)
XxB

:/Fg(X,Y)dIP’.

y:

Dabei benutzen wir den Satz von Fubini in der dritten Zeile.

O]

Wir mo6chten im Folgenden die Aussage 4.2.11 des klassischen Produkts auf Skalarpro-

dukte in Hilbertrdumen erweitern.

Satz 4.2.18. Ist fir alle i € N E[|(X,e;) (e;, Y)|] < oo und ist Y messbar beziiglich F,
dann ist

E[(X,Y)|F] = (E[X|F],Y).
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Beweis. Nach 2.1.14 gilt (X,Y) = >~ (X, e;) (€;, Y). Aus Satz 4.2.15 folgt
E[(X,Y)[F] =Y E[(X,e) (e, Y)|F].
1€N

Setzen wir X; := (X, e;) und Y; := (e;,Y), so sind X; und Y; reellwertige Zufallsvariablen.
Nach Annahme gilt E[|X;Y;|] < co. Weil Y beziiglich F-messbar ist, ist Y; beziiglich F-

messbar und wir konnen Lemma 4.2.11 anwenden

E[(X,Y)|F] =Y E[X;Yi|F] =Y YE[X;|F] = YE[(X,e;)|F]

€N €N €N
= YV (B[X|F],ei) =Y _(E[X|F] &) (e;, V) = (R[X|F],Y).
i€EN €N

Wobei wir bei der vierten Gleichung Bemerkung 4.2.13 benutzen. Die letzte Gleichung ist
wieder Satz 2.1.14. O

Wir definieren fiir u,v,h € H u ® v durch u ® v(h) = (u, h)v.

Lemma 4.2.19. Firu,v € H gilt ||[u® v, < |lul - [Jv].

pewets Juev(h)] I o] [ o]
U Qv U v U v
|lu®wv||, =sup ————— =sup ———— = sup —————
L hen lnll ner Rl ner IRl
[Jwll |2 o]l
< sup T = flull - [[v]l
ner Al

Lemma 4.2.20. Der Operator @ geniigt dem Distributivgesetz: Fir u,v,z € H gilt: (u+
VRr=uRr+vrundr® (u+v)=rRu+ T

Beweis. Sei h € ‘H. Dann gilt
(u+v)®@zx)(h) = (u+v,h)x = (u,h)x+ (v,h)x = (u®x)(h) + (v®z)(h),

(x @ (u+v))(h) = (z,h)(u+v) = (x,h)(u) + (x,h)(v) = 2z @ u(h) + z R v(h).

Lemma 4.2.21. Sei Y messbar beziiglich F. Dann gilt

EX@Y|F|=E[X|F]®Y und E[Y ® X|F]=Y QE[X|F].
Beweis.
EXQY|FI=E[(X,)Y|F]=E[(X,)|FlY =(E[X|F],)Y =E[X|F]|®Y
Die zweite Gleichung folgt aus Lemma 4.2.16. Die dritte Gleichung folgt aus Linearitét.
ElY @ X|F]=E[Y,) X|F] = (Y,-) E[X|F] =Y © E[X|F]

Die zweite Gleichung folgt aus Lemma 4.2.16. O
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4.3 Martingaldifferenz

Sei im Folgenden (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I C R.

Definition 4.3.1. Eine Familie F = {F}},.; von o-Algebren mit F; C F fiir jedes ¢ € I,
heiflt Filtrierung falls 7, C F; fiir alle s,¢ € I mit s <.

Sei im Folgenden F eine Filtrierung.

Definition 4.3.2. Eine Folge von Zufallsvariablen X = {X;},.; heit adaptiert an die
Filtration I, falls X; fiir jedes t € I beziiglich F; messbar ist.

Sei im Folgenden X = {X;},; eine adaptierte Folge von Zufallsvariablen.

Definition 4.3.3. Sei X reellwertig und fiir ¢ € I gelte E [|X,'|] < oc. Dann heifit X
Supermartingal, falls fiur alle s,t € I mit ¢t > s E [X|Fs] < X, gilt.

Definition 4.3.4. Sei {X, }, .y eine an F adaptierte Folge von Zufallsvariablen. Dann
heiflt die Folge { Xy, Fn},cy Martingaldifferenz, falls es die folgenden beiden Bedin-

gungen erfiillt:
L E[[[Xn]] < oo,
2. E[X,|Fn-1] =0, fs.

Definition 4.3.5. Sei X = {X,,;, : k,n € N} ein Array von Zufallsvariablen mit Werten
in Hund F = {F,;: k€ Ng=NU{0},n € N} ein Array von Unter-o-Algebren von A,
sodass die Reihen jeweils eine Filtrierung bilden (d.h. fiir k € N gilt F,, ;1 C F,, ). Wir
sagen X ist adaptiert an I, falls fiir alle n,k € N gilt, X, ;, messbar beziiglich F,, ; ist.

Definition 4.3.6. Sei (X, F) ein adaptierter Array. (X, F) heift Martingaldifferenzar-
ray, falls E [|| X, x||] < oo und E [X,, x| Fpr—1] =0

4.4 Sitze

Wir geben einige groflere Sétze der Wahrscheinlichkeitstheorie an, die wir spéter benut-
zen werden. Die meisten werden hier nicht bewiesen, da es den Rahmen dieser Arbeit

iiberschreiten wiirde.

Satz 4.4.1. (Martingalkonvergenzsatz) Ist Y ein von unten

beschrinktes Supermartingal, so gibt es eine F-messbare Zufallsvariable Yoo mit E [Yoo] <

E[Yy] und Y, 25 v,

Beweis. Ein Beweis findet sich bei 11.5 in [Kle06]. O

Wir geben im Folgenden eine schwéichere Form vom Robbins und Siemund Theorem
an, weil es fiir unsere Zwecke geniigt und wir nicht durch {iberfliissige Notation irritieren
wollen. Dieses Theorem ist allgemein sehr wichtig im Zusammenhang mit stochastischer
Approximation. Wir halten uns bei der Formulierung und dem Beweis an [Duf13, Theorem
1.3.12].
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Satz 4.4.2. (Robbins und Siemund Theorem) Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und F = {Fp},cy eine Filtrierung. Seien {Vyp}, cny und {xn},en Folgen von

reellwertigen, nicht-negativen und an F adaptierte Zufallsvariablen, sodass Y peq Xk < 00
P-f.s. und

E [Vn+1|fn] < Vo + Xn-

gilt. Dann konvergiert V,, P-f.s. gegen eine endliche Zufallsvariable V.

Beweis. Setze Y, =V, — 22;11 Xk- Dann ist Y, ein Supermartingal, denn fiir n,m € N

mit n > m gilt

n—1
E [Yy| Fim] V, — ZXk].F =E[Va|Fml = > E [xk| Fm]
k=1
n—1
=E []E [Vn|-7:nfl] |-7:m] - E [Xk|-7:m]
k=1
n—1
<E[V 1+Xn l‘fm] E[Xk‘fm]
k=1
n—2
=K [Vn71|]:m] - ZE [Xku:m] <
k=1
<E Vi1l Fnl = > E [xklFn) Z Xk Fim]
k=1 k=1

Dabei benutzen wir bei der ersten Gleichung die Vorraussetzung und die Monotonie des
bedingten Erwartungswerts. Bei der dritten Gleichung benutzen wir die Turmeigenschaft
(vgl. 4.2.12). Danach folgt eine offensichtliche Induktion.

Nun gilt fiir k € {1,...,m— 1} Fr C Fp,, und somit ist i beziiglich F,,, messbar. Somit
folgt mit Bemerkung 4.2.2 x = E [xx|Fn] und deshalb

m— m—1
E [Yn|Fin] Z Xk | Fon] = Xk =Y
k=1 k=1

Wihle nun > 72, xx < @ < co (moglich nach Annahme). Dann ist Y,, von unten durch
a beschrinkt, weil alle V,,, x, nicht-negativ sind. Nach dem Martingalkonvergenzsatz

(4.4. 1) konvergiert deshalb Y,, gegen eine endliche Zufallsvariable Y,,. Somit V,, = Y, +

> ohe 1 Xk Pi's)' Yoo + Y peq Xk =: V. Damit konvergiert V,, gegen die endliche Zufallsva-

riable V. O

Um die asymptotische Normalitdt unseres Algorithmus zu zeigen, ist Theorem 5.1 aus
[Jak88] essentiell:

Satz 4.4.3. (Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzarrays in Hilber-
trdumen) Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis {e;}ien. Sei (X,F) ein Martin-
galdifferenzarray (vgl. 4.5.6) mit Wertebereich in H. Sei X2 : H — H ein linearer Operator

und seien folgende Bedingungen erfillt:
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E( sup HXnkH> — 0,
1<k<n

2. Fir alle 1,7 € N:

n
d
(X ks €i) (X ej) — (Xei, e5)
=1

3. Setze r3,(x) = S50y (z, ). Fiir alle € > 0:

N—=oo noco

n
lim limsupP (Z 3 (Xnk) > 8) =0.
k=1

Dann gilt > p_1 Xp L N(0,5).

Um die zweite Bedingung aus Satz 4.4.3 zu priifen, wird Proposition 1.3.19 (i) aus
[Duf13] niitzlich. Die Proposition ist eine direkte Folgerung vom Chows Lemma (vgl.
Theorem 1.3.18 aus [Dufl3]). Den entsprechenden fiithren wir hier jedoch nicht aus, da es

den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirde.

Satz 4.4.4. SeiF eine Filtrierung und {n, }nen eine adaptierte Folge von Zufallsvariablen.

Angenommen:
1. Fir allen € N ist E [np41|Fn] =0,
2. suppen E [[nn+1|%Fn] < oo fiir ein1 <a <2

Dann gilt:

1 = P—f.s
" anJrl — 0
k=0
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Kapitel 5
Algorithmus

In diesem Kapitel betrachten wir den Algorithmus und zeigen weisen verschiedene Kon-

vergenzarten gegen den geometrischen Median.

5.1 Definition

In diesem Abschnitt definieren wir den Algorithmus, auf den bislang hingearbeitet wurde.
Wir orientieren uns an Abschnitt 2.3 aus [CCZ13]. Wir geben auch verschiedene Darstel-
lungen des Algorithmus mit Hilfe neuer Funktionen. Fiir diese Funktionen zeigen wir fiir

uns niitzliche Eigenschaften.

5.1.1 Algorithmus

“, wobei ¢, eine positive Konstante ist und o € (%, 1). Im Folgenden

Sei v, = cyn”
werden wir 7, als Schrittgrofle oder Tuningparameter bezeichnen. Der Tuningparameter
kontrolliert die Konvergenzgeschwindigkeit des Algorithmus. Die beste Wahl ist in der

Praxis nicht bekannt.

Lemma 5.1.1.
o0 oo
D =00 Y <09
n=1 n=1

Beweis. Da c,, gilt

[ee) o oo
Z% = zcﬂyn_o‘ = CWZn_O‘ =00 (da a < 1),
n=1 n=1 n=1
oo o0 o0
Z'yg = Z:(cfm_o‘)2 = cg/ Zn_2a < oo (da 2a >1).
n=1 n=1 n=1

O

Seien nun Xy, X, ..., X, unsere n Beobachtungen. Fixiere M’ € R. Wir definieren den

Algorithmus als eine rekursive Folge von Schétzern:
Zo = Xoly|xo||<prys (5.1)
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Zn-f—l = Zn - ’YnUn-i-h (5‘2)
0 X, =2
Upt1 = { Norezn TR (5.3)
X 2] Xnt1 F Zn.

Dieser Algorithmus kann als ,,stochastische Gradienten-Methode” betrachtet werden. Die
SchrittgroBe v, reguliert die Konvergenzrate. Die Richtung U, 41 kann als Schitzung fiir
den Gradienten ® von G bei Z,, verstanden werden, wie in den folgenden beiden Lemmata
gezeigt wird.

Wir werden auch im Folgenden den Fall X, # Z, als ,typischen Fall“ bezeichnen
und héufiger annehmen. Im typischen Fall gilt

Xn+1 - Zn

Z, =7 _ .
n+1 n+ Tn ||Xn+1 — Zn”

(5.4)

Bemerkung 5.1.2. Da wir Z; beschrankt gewéhlt haben, gibt es eine Konstante M > 0,
sodass E [||Z1 - m||2] < M gilt.

Lemma 5.1.3. Es gilt
fn 2:O'(Zo,...,Zn) QO'(X(),...,X”).

Beweis. Wir geben einen Beweis durch vollsténdige Induktion.
»n=10":

Definiere in Anlehnung an Gleichung 5.1 f : H —,H,z — xly,<pry. Dann ist f
eine offene Abbildung und es gilt Zy = Xolyx,|<my = f(Xo). Daraus folgt o(Zp) =
o(f(Xo)) = o(Xo)

R o

Setze fn : H? — H,(z,2) — 2 + Il{z#}vnﬁ, sodass Znt1 = fn (Xnt1,Zn) gilt.
Offensichtlich ist f, als Komposition messbarer Funktionen messbar und deshalb gilt
0 (Znt1) =
o (fn (Xn+1,Zn)) C o (Xnt1, Zn). Wegen der Induktionsvorraussetzung folgt

O'(Zo, ...,ZnJr]_) Co (Zo, ceny Zn,Xn+1) =0 (XQ, ...,Xn+1).

Lemma 5.1.4. Im typischen Fall“, d.h. X, 11 # Z, gilt
E [Un-&-l‘Fn] =®(Z,) =E [CI) (Zn) ’]:n] P—fs.

Beweis. Offensichtlich ist Z,, messbar beziiglich F,,. Da nach Lemma 5.1.3
Fn C o (Xo,...,Xp) und X, 1 unabhéngig von o (Xo, ..., X,) ist, ist X,,11 unabhéngig
von F,. Die Abbildung g : H X H — H, (z, 2) — == ist offensichtlich stetig. Fiir w € Q

llz—z]]
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gilt
Xn-l—l - Zn (w)
HXn+1 - "

E[—g(Xnt1, Zn)| Ful (w)
E [_g (Xn—i—la Zn(w
)

)

P

Ewmmausz{—

)
-2 =z

)]
=@ (Z,(w)) = P (Zn) ().

Die zweite Gleichung ist klar, da & stetig ist und Z, messbar beziiglich F,, ist. In der
dritten Gleichung benutzen wir Lemma 4.2.17, da die Bedingung des Lemmas erfiillt ist,

da [lg(z,y)[|=1. O
Definieren wir nun £ als den Fehler der Abschétzung von U, beziiglich @,
Ent1 =@ (Zn) — Unt1. (5.5)
Bemerkung 5.1.5. Dank Lemma 5.1.4 wissen wir, dass
E[&ni1|Fn] = E[®(Zn) = Unsa|Fn] = @ (Zn) — E[Una|Fn] = 0
Dabher ist die Folge {&, }nen eine Martingaldifferenz (vgl. Definition 4.3.4).
Wir kénnen nun eine andere Darstellung des Algorithmus geben
Zni1 = Zn + Y (=2 (Zn) + &ns1) - (5.6)
Lemma 5.1.6. Sei x € H ein Vektor. Fiir k' # k gilt dann

E[(€p+1, @) (€1, 2)] = 0.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ¥’ < k an.

E (&1, 2) (Cer1, 2)] = E[E [(§rr 1, 2) (v, 2) [Fr]]
= (41, 2) BB [(Et1, 2) [FR]]
= (41, 2) E[(E (e 1] Fr] s )]

= (w41, ) E[0, )]
=0

Die zweite Gleichung benutzt, dass & messbar beziiglich Fj ist und wir deshalb Lem-
ma 4.2.11 anwenden konnen. Die dritte Zeile ist Bemerkung 4.2.13. Die vierte Gleichung
verwendet das Resultat aus Bemerkung 5.1.5.

O

Lemma 5.1.7.
[€nt1ll <2 P—fs.
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Beweis.

[ntill = 19 (Zn) = Unpall < 1@ (Zn)]| + [Unall

X -7,
U, —_— U,
- e [e=2] | v <] |+
— mathbbE (1] + |Uns| = 1+ [V
Nach Definition gilt
0 Xn+1 =Zn 0 X +1 = Z
| Un1ll = { H Xpi1—Zn ‘ Xo £ 7 = { . Xn Zn <L (5.7)
Xni1—Zn] n+1 n n+1 75 n
Daraus folgt die Behauptung direkt. O

Lemma 5.1.8. Es gilt
E[llgns1 I 17| < 1= 1@ (Za)].

Und im typischen Fall (d.h. X411 # Zy) sogar Gleichheit. Des weiteren gilt

E [lgnall?] <1

Beweis.

E |01l 1) = B [ 0nsal* + 19 (Za)|* = 2(® (Zn) , Un41)| Fa |
= B[0P 1F] + 1® (Za) > = 2@ (Z0) . E [Uns1| Fo)

N

n

N

I = 2(®(Z,), @ (Zn))

n

)
)

DI =22 (Z))°
)

2
I

=E HUn+1|| Fn| + 1@

N

(
—E |[Un 1]l \f’ + @ (
(

=E HUn+1|| If — e

N

Wobei wir bei der zweiten Gleichung 4.2.18 benutzen. Die dritte Zeile ist Lemma 5.1.4.
Nach dem selbigen Argument, wie in Gleichung 5.7, gilt ||Up41]* < 1.

E (601 1Fa] = E [[10n 1]l 17| = 12 (Z0)I
<E[UF] ~ 1® (Z)|* =1~ @ (Zn)|I* < 1

In der zweiten Zeile benutzen wir die Monotonie des bedingten Erwartungswerts aus Lem-
ma 4.2.7. Im typischen Fall kann auf die Fallunterscheidung verzichtet werden und es
gilt automatisch Gleichheit. Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass direkt aus der

Definition vom bedingten Erwartungswert (vgl. 4.2.1) folgt
E|l60+1]] = B [E [lgns1]” 17a] |
<E[1- ] (Z)P]
<E[1]<1

O]
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5.1.2 Andere Darstellungen

Wir mochten noch andere Darstellungsformen des Algorithmus einfiihren. Wir werden

diese neue Darstellungen in den spéiteren beweisen benutzen. Setze

ap =Ig — v, Bn = apop_1--- 01, (58)
o =@ (Z,) =T (Zy, —m),

wobei I'),, die Hesse-Matrix an der Stelle m aus Abschnitt 3.2.3 ist und Iy wieder die
Identitat. Wegen Lemma 3.2.15 ist I';;, beschridnkt und deshalb sind die Operatoren wohl-

definiert (0 - co kann nicht vorkommen).

Bemerkung 5.1.9. Weil Iy und T'), jeweils linear sind, sind es auch alle ay. Entsprechend

ist auch 5, linear.

Dann ldsst sich die Darstellung aus Gleichung 5.6 mit Hilfe von Gleichung 5.8 noch
weiter umschreiben
Zn—i—l =2Zn+ ’Yngn—&—l - ’an) (Zn) (5 9)
=Zn+ 7n§n+1 — Tn (Fm (Zn — m) + (Sn) .

Und entsprechend auch

Zn+1 —m = (Zn - m) - 'YnFm (Zn - m) + 'Yngn—l—l - 'Yn(sn (5 10)

= an (Zn —m) + Ynént1 — Ynon-

Da ap—10n—2- Qg1 = Bn_lﬂk_l gilt, folgt daher induktiv

Zn —m = an-1(Zn-1 — M) +Yn-1§n — Yn—10n-1
= an—1(n—2(Zn-2 —m) +Yn-28n—1 — Yn—20n-2) + Yn-1&n — Yn—10n-1
= ap—10n-2 (Zn—2 — m) + (An—1n—2&n—1 + Tn—1&n)
— (n-1Yn—206n—2 + Yn-16n-1)
= Bu-1815 (Zn—o — m) + Bu—1 (B o m—2&n—1 + By 1¥n—16n)

(5.11)
- 6n—1 (5;_12'771—2571—2 + /3»,:_11771—1571—1)

n—1 n—2
= Bu1 (Zv=m) + Bu1 D By k1 — Ba1 D By O

k=1 k=1
= 57171 (Zl - m) + anan - ,ananflv

mit
n—1 n—1
Ry=> B 0k My=>> By et (5.12)
k=1 k=1
Lemma 5.1.10. Es gibt eine Konstante Cy,, sodass fiir alle k € N
1611 < Con |1 23, = m|®

gilt.
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Beweis. Die Restgliedformel der 0-ten Taylor-Approximation von ¢ an der Stelle Z; um
den Entwicklungspunkt m, gibt uns

1 1
(0] (Zk) =0 (m) + /0 Fm—i—t(Zk—m) (Zk — m) dt = /0 Fm+t(Zk—m) (Zk — m) dt.

Dabei verwenden wir, dass I' die Ableitung von @ ist und nach 3.2.13 ® (m) = 0 gilt.

Deshalb kann man §; folgendermafien darstellen:
1 1
0k =0 (Zx) — T (Zr, —m) = / Lot (Z—m) (Z, —m)dt — / L (Z —m)dt
0 0

1
= /0 (Fm+t(Zkfm) - Fm) (Zk - m) dt
Fiir h,h' € H definieren wir die Abbildung
Ohu - [0, 1] — H

t1— @np(t) = Cryen (h')

B 1 ;X = (m+th),M)(X = (m +th))
‘E[\\X—<m+th>u (h 1X — (m+ )] )]

Setze weiterhin die Zufallsvariablen Up : [0,1] = Ry und Vj, 5 - [0,1] — H fiir ¢ € [0, 1]

mit ]
U,(t) = ————
n(t) X —m — th]|
X—m—th,hWY (X —m —th
Vh’h/ (t) — h/ _ < m ) > ( m )

| X —m —th|]? ’
sodass pp p/(t) =E [Uh(t)VhJLr (t)] Weil Uy, und V}, 5y jeweils differenzierbar sind, ist ¢y, p/
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz auch differenzierbar. Es gilt nach Pro-

duktregel und Dreiecksungleichung

|65 D] = B [U4 () Vi (£) + Un(t) Vi 1 (1)] |
< E [|U,®)] [[Vaw )] + 10 @) || Vi (B)]]] -

Wir konnen die einzelnen Edukte abschéatzen:

N
| X —m — th|’
1]
UL (t)] <
‘h(kwm—m—mw
(X —m —th, )| [[(X —m —th)]|

Uh(t) =

HVth’(t)H < Hh/H + | X —m — th|]2 <2 Hh/H
d (X —m—th, Y (X —m—th
Vil = | " m>(th||2 |
(X —m —th, 1) ( —h,h') (X —m — th)
e e e
(X —m — th, ') (X —m — th) - (=2||h]])
=T —
_ AR
| X —m —th|
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Dabei ist die erste Ungleichung die Dreiecksungleichung und die Zweite Cauchy-Schwarz.
Setze Nj, == {t € [0,1] : m +th € D} mit D aus Annahme 2. Offensichtlich ist N, eine
Nullmenge beziigliches des Lebesgue-Mafiles. Wenn man alle Abschétzungen zusammen-
setzt, folgt fiir ¢t € Ny

lenn O] < E[JUL@ Vi @) + 10O [Vi )]

_g | 2IXIA] Al Al IR
X —m —th]2 " [|X —m — th]]?

_ 6||h||||h’HIE[ } < 6llnl||| c.

1
| X —m —th|?

Bei der letzten Ungleichung benutzen wir, dass nach Bemerkung 3.1.1 fiir ein C' < oo

uniform E [ < C gilt, da t € Ny und somit m + th ¢ D. Somit erhalten wir

1
HXfmfth||2]
fiir ein beliebiges h € H

1
1®(m + ) — To(B)]| < / IDosen(h) = T () dt = / lonn(t) — nn(0)]] dt

sohh(t’)dt’ dt</ / | ehn ()] dt'dt

//nNc )l ()] a'dt

1
<[ [ s O atas [ s e, 0
0 Jo te[0nNg 0 te[0,1]NNy

1
g/ 6C|h|2dt = 6C|h|>2.
0

Setzen wir h = Z; — m, so folgt fiir C,, = 6C

16kl = 1@ (Zk) = T (Z = m) ||< Cra | Zk — m||*.

5.1.3 Averaged Version

Unser zweiter Algorithmus ist eine Abwandlung des ersten, der den Durchschnitt aller

Schitzungen bildet
= - 1
Znt1 =2
n+1 n+ n+1

(Zn—l—l - Zn) ) (513)

mit Zy = 0, sodass Z,, = %Z?:l Z;.

Wir werden in den folgenden Abschnitten unter ausgewéhlten Konvergenzenbegriffen
der Statistik, die in Abschnitt 4.1 eingefithrt wurden, den Algorithmus analysieren. Of-
fenkundig sollte die Folge von Zufallsvariablen Z, gegen den geometrischen Median m

konvergieren. Wir werden prézisiere bzw. stirkere Aussagen formulieren und beweisen.

5.2 P-fast sichere Konvergenz

In diesem Abschnitt mochten wir die P-fast sichere Konvergenz (vgl. 4.1.1) von Z,, gegen
m herleiten. Wir orientieren uns an Abschnitt 6.2. aus [CCZ13].
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Lemma 5.2.1. Es gibt eine endliche Zufallsvariable V> 0, sodass

lim || Z, —m|* =V, P-fs.

n—oo

Beweis. Betrachten wir V, := ||Z, — m/||?. Zur Erinnerung: Zn+1 = Zn—"m® (Zn)+Ynéni1
(vgl. 5.6). Nach dem Satz des Pythagoras folgt

Vet = 1Zo —m — 1 ® (Zo)|* + 2 1&ns1ll? + 29 Ent1s Zn — W@ (Zn)) . (5.14)

Wegen Satz 4.2.18 und, weil £, eine Martingaldifferenz ist, gilt

E [(ént1, Zn — 1® (Z,)) | Fu] = 0.

Also
E Vst lFal = 120 = m = 1@ (Za) |2 +22E [ 601111 172
+ B [(Ent1s Zn — 1@ (Zn)) | F)
= 1Z0 = m = 3@ (Za)I” + V2E [|gns1]1” 1 7]
= 1120 = ml* = 290 {Zn = m, ® (Z0))
+92 (112 (Z)IP +E [lgns1]1 7] )
= Vo — 27 (Zp — m, @ (Z,)) + 2.

(5.15)

Wobei bei der letzten Gleichung benutzt wird, dass wir vom typischen Fall ausgehen
kénnen und somit nach Lemma 5.1.8 ||® (Z,)||* + E [an+1H2 |]-"n] = 1 gilt. Nach Korollar

3.3.9 ist der mittlere Summand nicht positiv, da
(Zy —m,®(Zy)) = (Z — m,®(Z,) — P(m)) > 0.

Insgesamt folgt also fiir alle n mit dem typischen Fall, dass E [V, 1|F,] < Vi, + ~2. Fiir
Xn = 72 folgt also, da >, xn = >.,72 < oo nach 5.1.1 gilt, aus dem Robbins und
Siegmund Theorem (siche 4.4.2), dass V,, P-f.s. gegen eine Zufallsvariable V' konvergiert.

Des Weiteren bemerken wir, dass

E [Vit1] = E[E [Vt | Fal]
= E [Vi = 290 (Zn — m, ® (Z,)) +72]

=E[Vp] +72 = 2%E[(® (Z,) , Zn — m)] (5.16)

= E[Vo] +zn:71% - Qi%EK‘I’ (Zk), Zr —m)].
k=1 k=1

gilt. Die erste Gleichung ist das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit bzw. ein direktes Re-

sultat von der Definition des bedingten Erwartungswertes. Die Zweite ist obige Gleichung
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5.15 und die Letzte eine offensichtliche Induktion. Insgesamt folgt

EVor] =EVo] + Y 7k —2) %E[®(Zk), Zx —m)]
k=1 k=1

<EV]+ Y9 <E[1Z0 - ml’] + 37

k=1 k=1
9 o0
= B ||| XoLgxoary —m*] + D47 < oo
k=1
Weshalb auch E [V] < oo erfiillt ist. V' > 0 ist klar. O

Satz 5.2.2. Es gilt

lim Z, =m, P-fs.

n—oo

Beweis. Nach Definition 4.1.1 ist die Aussage dquivalent zu
lim ||Z, —m| =0, P-fs.
n—oo

Wegen Stetigkeit geniigt es zu zeigen, dass V' aus obigem Lemma P-f.s. 0 entspricht. Wenn
man 5.16 umstellt, erhdlt man

n n o0
2 UE[®(Zk), Zr —m)] =E[Vo] + > 7% —E[Vara] SE Vo] + ) 7i < 0.
k=1

k=1 k=1

Da yE [(® (Z)), Z —m)] immer nicht negativ ist, konvergiert die Reihe auf der linken
Seite. Insbesondere folgt

> (@ (Zn), Zn —m) < +o0 P-fs.. (5.17)
n=1

Wir wollen nun zeigen, dass das nur sein kann, wenn Z,, gegen m konvergiert. Sei ¢ € (0, 1)

und definiere die Menge
Qe ={weQ:In(w)>1:Vn>n(w): e2 < Vp(w) < 6_2}.
Fiir w € Q¢ gilt per Definition

Vn > ne(w) 1 €2 < Vy(w) = || Zn(w) —m|? <e 2= e < || Zn(w) —m| < & (518
=Vn>n.(w): Zp(w) e{aeH: e < |la—m| <e}. '
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Diese Relation kénnen wir nun nutzen um die Reihe aus Gleichung 5.17 auf w abzuschétzen

Y AR (Za(w)) Zn(w) =m) = Y (@ (Zn(w)), Za(w) —m)
n=1

n=ne

n>ne

> inf (®(Z,(w)), Zn(w) —m) <Z ’7n>

n=ne

> inf (®(a), 0 — m) ( Z ’m)

e<|la—m|l<e~1
n=ne

- inf (®(a) — ®(m),a — m) <Z %)

e<|la—m|l<e1
n=ne

(0.]
> inf em lla — m|?
T e<|la—m||<e? m H H <n:zn 7”)
(o ¢]
> cppe? (Z %) = o0.

n=ne
Wobei wir bei der ersten Ungleichung wieder benutzen, dass die Summanden nicht negativ
sind. Die Dritte ist eben die obige Relation 5.18. ¢, > 0 stammt aus Korollar 3.3.9. Das
Ergebnis ist wegen Lemma 5.1.1 unendlich. Da dieser Term also fiir alle w € €. unendlich
ist, der Term auf der linken Seite in Gleichung 5.17 aber P-f.s. endlich ist, muss ). eine
P-Nullmenge sein.

Fithren wir nun alles zusammen um zu zeigen, dass V= 0 P-f.s. gilt. Wir wissen
schon aus Lemma 5.2.1, dass V' > 0 und es ein ¢ > 0 gibt mit V' < ¢ P-f.s.. Seie > 0

vorgegeben. Wir wollen zeigen, dass V > ¢ eine P-Nullmenge ist. Sei ¢ := min{e,é1} > 0.
Pe<V)=Ple<V<+PE<V)=P(Ve (&) +0<P(Ve(,c))
Da lim, 00 Vi, = V P-f.s. gibt es nach Gleichung 4.1.2 eine P-Nullmenge NV, sodass gilt

{(Ve(e,e)={weQie<V(w)<c '}

C {wEQ:EIng >1:Yn>n.(w): <§> < Vip(w) < (;)_1}UN
=Q g UN,
und deshalb P(e < V) < P(V € (¢,c7 1)) gP(Q\/g)+P(N):0. O

5.3 % Konvergenzrate

In diesem Abschnitt mochten wir eine Konvergenzrate in Landau Notation fiir die Kon-
vergenz von Z, gegen m in % (vgl. 4.1.3) herleiten. Wir orientieren uns an Abschnitt 6.3
in [CCZ13].

Lemma 5.3.1. Es gibt eine Orthonormalbasis {v;}jer und eine Folge von positiven Ei-
genwerten {\;j}jer C (0,E [|| X —m| Y]] mat

VjeN: Fmvj:)\jvj.
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Und falls I unendlich ist

]—>oo
Aj

E[I|X —m|7"].

Beweis.

o = |y (1 - S )

=E[IX —m||7' 1y — E [|X . m] <<X _Hﬂgfg:ﬂﬁ; m)ﬂ

= E[|X —m|| Iy — A

Nach Lemma 3.2.15 und 3.3.7 ist I';, ein beschriankter und positiv definiter Operator. Da
I offensichtlich beschrankt ist, ist dann auch A,, beschrinkt. Fiir z,y € H gilt

s = o[ (B

(i)

= (z, Am(y)),

Deshalb ist A, selbstadjungiert und positiv semi-definit. Des Weiteren gilt

(X — )2
e

Jel j€el

1
B | ] <
X —m]

Wobei wir in der zweiten Zeile Korollar 2.1.15 benutzen. Nach 2.1.25 ist A,,, dann ein kom-
pakter Operator. Nach dem Spektralsatz (vgl. 2.1.26) gibt es dann eine Orthonormalbasis
{vj}jer und eine Folge von positiven Eigenwerten {\’};er mit Ay, (v;) = Nv;. Entspre-
chend gilt fiir \; :==E [||X —m|~!] - Aj, dass 'y (vj) = E X —m| 7 v — Ap(vy) =
<E [1X = m||7'] - A;) v; = Ajv;. Weil T, positiv definit und A, positiv semi-definit ist,
sind 0 < X}, 0 < Aj und somit \; € (0,E [|X —m][~]].

Falls I unendlich ist, folgt aus Satz 2.1.26 auch, dass )\;- — 0 und somit A\; —
E[||X —m|™!]. O

Aus Lemma 2.1.13 folgt dann, dass fiir alle v € H : Iz = 31 Aj (vj,2) vj. Um die

Notation zu vereinfachen schreiben wir

Ipx = Z)\(v,\,x> V). (5.19)

A€A

mit A = {\;}er mit Mehrfachnennung. Nach Gleichung 5.11 gilt

Zn —m= /Bn—l (Zl - m) + Bn—an - Bn—an—l-
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Wir mochten nun das zweite Moment der drei einzelnen Summanden abschédtzen. Dazu

wird dies Folge von Funktion
n

fale) = [T (0 = ma)

k=1
niitzlich sein. Dann gilt

n

Bpx = H ag(z) = H (z — )

k=1 k=1
= H ( {(ex, T) vy — Yk (Z)\(@\,@UA))

k=1 \xeA AeA (5.20)
— Z H (1 — k) (vp, ) vy

A€EA k=1
= fr(X) (va, z) va.

AEA

Dabei benutzen wir in der zweiten Zeile Gleichung 5.19 und Lemma 2.1.13. Ohne Be-
schréinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass n grofl genug ist, sodass

RE [|X — m|| 7] < 1gilt, da {7, }nen eine Nullfolge und E [|| X — m|~!] endlich ist. Dann
ist fn auf (0,E [|[X — m||~!]] streng monoton und deshalb injektiv. Entsprechend ist f,*
wohldefiniert. Da alle einzelnen «, invertierbar sind, sind auch alle (3,, invertierbar und es

gilt nach der selben Argumentation, wie in Gleichung 5.20 8, 'z = 3", o5 f,, 1 (A) (v, ) va.

Lemma 5.3.2. Es gibt eine Konstante c1, sodass

-1, < cvemp (<222 e = 1) ) s <

l—«o

Wobei ¢, > 0 aus Bemerkung 3.3.7 stammt. Insbesondere gilt

Il = 190165, < s (272 (o= ) ).

l—a

Beweis. Sei Apin = infyecp A das Infimum der Eigenwerte von I',,,. Wir wissen nach Be-
merkung 3.3.7, dass Amin > ¢ > 0. Nach Gleichung 5.20 gilt

Bn(z) = Z)\GA frn(X) (va, z) vy. Es gilt
10157 = s [[Bn-167 @)
= sup an 1 UA,ﬁk_l(a:»v)\

lel=1 fex
= sup Y ful <U,\, >N (oa, ) U,\f> (Y
lzll=1 Xea NeEA

= sup Y Z fn 1 UA,@ {Ux, Ux) VA

I2[1=1 XeA Aren

fnfl( )
O

= sup
lzlI=1 \cp
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Dabei ist die zweite Zeile Lemma 2.1.13. Es folgt

1BucaB |, = sup 3 z fet 1 ) (ux,2) o, o) 0

lzlI=1 Xea XeA

w >

HfUH 1 AEA

_ fn 1( )
= SUupxeA f ()\)
-1
=1

(1 =)
(1 —=5A)
n—1

=suprea J[ (1=
Jj=k+1

A L) Uy

sup LT
= AEA TF
[

n—1

< H (I_Wj)\inf)
Jj=k+1

n—1

< I[ (0 =iem)-

j=k+1

Dabei benutzen wir in den letzten beiden Zeilen, dass alle v; > 0 sind und entsprechend
xz — 1 — vz sowie x H?:_le (1 — vjz) monoton fallend sind. Da {v;}en eine Null-
folge ist, gibt es ein kg € N, sodass k > kg = 7,c, < 1 gilt. Ohne Beschrénkung der

Allgemeinheit diirfen wir n > kg annehmen.

ot 1 = massc sy (T (1~ ) s (e T, 75)J Wi suten i
Folgenden die Notation H?:a aj = H?:b a;l und Z?:a aj == j_a;. Dann gilt

n—1
18018, < TT (0 =1iem)

j=k+1
ko—1 n—1
= I 0 =wem) [T 0 =viem)
Jj=k+1 Jj=ko
ko—1 n—1
<cirexp | —cm Z i H (1 - ’Vjcm)
j=k+1 Jj=ko
ko—1 n—1
=crexp | —cm Z v; | exp | log H (1 —~jcm)
j=k+1 Jj=ko
ko—1 n—1
=crexp | —cm Z v; | exp Z log (1 — vyjcm)
j=k+1 Jj=ko
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Die dritte Zeile folgt direkt aus der Wahl von ¢;.

ko—1 n—1
1818, < crexp | —cm D i | exp [ ) log (1 —vjem)
j=k+1 Jj=ko
ko—1 n—1
ceresn | —em 3 e [ 3 apen
Jj=k+1 Jj=ko
ko—1 n—1
=C1€XP | —Cm Z Vi | €XP | —Cm Z’Yj
Jj=k+1 Jj=ko
n—1
crep (—en 3
j=k+1

Die letzte Ungleichung benutzt, dass allgemein log(1 + z) < z fiir x > —1 gilt und wir
vjcm < 1fiir k > ko annehmen. Da immer c¢;,,y; > 0 gilt, sieht man an dieser Stelle direkt

ein, dass Hﬁn_lﬁk_lHL < crexp(0) = ¢ gilt.

n—1
HIBTL—I/BEIHL <cexp | —on Z Y4
j=k+1
n—1
—q
=crexp | —cmey Z Jj
=kt

n
< c¢1 exp (—cch,/ tadt>
k+1

= C1 exp <—26m€7 ('~ — (k + 1)10‘)>

l—«

Die zweite Zeile benutzt, dass allgemein ZZ;% k= > fln t~dt gilt, da die linke Seite eine

Obersumme fiir das Integral auf der rechten Seite ist. O

Korollar 5.3.3. Fs gibt eine Konstante Cs, sodass

E [HB’H (21 - m)!ﬂ < Cyexp (_216771%”1_&> ,

—

Insbesondere gilt E [Hﬁn,l (Z1 — m)]ﬂ =0 (exp (—2Mn1_a)> =0 (log(")).

l—«a

Beweis. Es gilt
2 2 2
E (181 (21 = m)IP| <1 lBa-al E[121 = m|?]

< ¢y exp (2 fniczy (n'~ — 1)) E {||Z1 - m||2]

<cMexp|2 mCy exp | —2 Cmy pi-a
11—« 11—«

=: Cyexp <_210ch nl_o‘> .

Dabei ist die zweite Zeile Lemma 5.3.2. Die vorletzte Zeile ist Bemerkung 5.1.2. O
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Sei nun ¢, > 0 beliebig und I(n) so, dass
(I(n) + ) = n!=* — ¢, log(n). (5.21)
I(n) wird im Folgenden eine niitzliche Funktion sein um Summen aufzuspalten. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass ¢, so gewé#hlt ist, dass I(n)

eine natiirliche Zahl ist, da es am Ende nur darum gehen wird, dass ¢, grofl genug fiir

unsere Zwecke ist. Zunichst mochten wir eine wichtige Eigenschaft zeigen.

Lemma 5.3.4.

Ca a —«
n—1I(n) ~ T log(n)n®,  Yim) ~ cyn~ .
2
Und somit (n — l(n))’yf(n) ~ io‘_cg log(n)n=%. Insbesondere ist (n — l(n))’yf(n) beschrdankt.

Beweis. Wihle I(n) so, dass

I(n)1=% = nl= — ¢, log(n). (5.22)
Dann gilt
7 I—a 7(m)1—a 7(m)1— 1-a
—cql
lim M = lim M = lim Hn) _n o log(n) =1.
Nn—00 l(n) n—00 l(n)l_a n—00 (l(n) + 1)1_0‘ nl— — ¢, log(n)

i

und deshalb lim,, éEZ; = 1 womit I(n) ~ I(n) folgt. Deshalb geniigt es die beiden

Behauptungen fiir /(n) zu zeigen. Wenn man Gleichung 5.21 umstellt, erhilt man I(n) =

o 1
=/nl=a —¢ulog(n) = n' {1 —cq O%EZ)
n

offensichtlich lim, o g(z) = 0. Es folgt

Setze nun g(x) = cal;)lgg). Da a < 1, gilt

lim ——— = lim

o Tog(myne  noe

T log(n)n®

o 11—«
= O Eya. )
n—oo  cq log(n) nl-o

= fim (1= a)—— 75

o (g T )
n—00 g (n)

= lim (1—g(n) ™" =1

Dabei benutzen wir in der dritten Zeile die Regel von de L’Hospital. Wenden wir uns nun
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der zweiten Behauptung zu

o

lim C,Yn_ _ ~n
n= Vi) (n)—«
= lim (n >
n—oo n

Lemma 5.3.5.

E [0 2] < 1B

nOé

Beweis. Zur Erinnerung: M,, = ZZ;% VeBy '€k (vel. 5.12). Setze M) = (vy, My), sodass
My =3 xen (ox, Mn) v = 35 My,

i n—1 2
E [(M,;})Q} =E <U>\aZ’Yk,8k1§k+1>
k=1

n—1 2
=E <U,\,Z’Yk >R <U)\’a£k+1>v)\’>

k=1 NeA

—F (z_: Yefi L(A) (vy, §k+1>>

k=1 (5.23)

= D wwfi S E [(0x, &) (0r, Epr1)]

TN

VeE [<f1;1()‘)§k+1,7)/\>2}

B
Il
—

Dabei benutzen wir bei der dritten Gleichung, dass nach Lemma 5.1.6 fiir ¥’ # k
E [(€xr+1, v2) (€k+1,vx)] = 0 gilt. Somit erhalten wir
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2
E |:||ﬁnfan||2] = an 1 ’U)\, > VX
AEA
=E Z | fa—1(A) {oa, M, >|2]
By
=3 (B [(Msﬂ
XeA
= Zfi 1 ZW}%E [<fk A)€t1,Ux) }
XeA

Die zweite Zeile ist Korollar 2.1.15. Die Vierte ist Gleichung 5.23 von oben.

E [801 Mall?] = 3 £210 Zﬁﬂn Néker02)’]

AEA

n—1 i
= ZW}%E Z <fn1()‘)fk1()‘)£k:+1’v>\>2]
k=1

LAEA

n—1 B
=Y ME|> </Bn_1/3,;15k+1,w>2]
k=1

LAEA
n—1 _
= Z WE Hﬁn—lﬂk_1§k+lu2}
k=1 )

IN

>R 18a1 2 B e
k=1

n—1
< 2%3 Bu-181;

< qu exp ( 9 fm& ( (k4 1)1‘a)> .

Die dritte Gleichheit folgt direkt aus Gleichung 5.20 und Lemma 2.1.13. Die Vierte ist wie-
der Lemma 2.1.15. Die zweite Ungleichung benutzt, dass nach Lemma 5.1.8 E |:H€k+1 HQ} <
1. Die Letzte ist Lemma 5.3.2.

Wir méchten ¢; 3271 V2 exp (—

s (' = (ke + 1)1—‘1)) an I(n) (vgl. 5.21) in zwei

Teilsummen aufteilen und jeweils abschétzen.
I(n)

Y 22 exp (_
k=1

I(n)
<a Yo apen (—1 0 (0 = () + 1))

(07
k=1

C’ya (nl—a _ (k? + 1)1—a)>

k=1
cre l(n) > cy o
— e Toa 27’3 <en Toa Z%% —. O'p T
k=1 k=1
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Dabei benutzen wir in der dritten Zeile Gleichung 5.21. Nach Lemma 5.1.1 wissen wir,
dass C" == 3"72 42 < co. Wir kénnen ¢, groB genug wihlen, sodass C’ n" e < 2 fiir
alle n € N.

Nun haben wir erfolgreich den linken Teil der Summe E [H Bn,anHﬂ abgeschitzt.

Wenden wir uns dem rechten Teil zu

2 Cy -« -«
- —(k+1

a Y vkexp< T G CE Y ))

k=l(n)+1

n—1 c

< > opew (-1 (i -at)

k=l(n)+1

n—1 n—1

= viexp(0) et D

k=l(n)+1 k=l(n)+1
<ci(n— l(n) — 2)7l2(n) <a (n - l(n))’le(n)

In der zweiten Ungleichung benutzen wir, dass k — v = z—:’, monoton fallend ist. Um

alles zusammenzufiihren gilt, wenn ¢, grofl genug ist

E | I80-10Mal?| <074 + e (n = U)o

n—42

Dabei benutzen wir in der zweiten Zeile Lemma 5.3.4. O

Zur Erinnerung: 6y = @ (Zy) — 'y, (Z — m). Sei K > 0 und [(n) wie in Gleichung

5.21. Definiere die Folge von Ereignissen

(5.24)

o {VnZN,szn—l(n):]\Zk(w)—mH < 1/K,}
Vk : |0 (w)]| < N '

Lemma 5.3.6. Qpy ist monoton wachsend und es gibt eine Nullmenge My, sodass ) =

Beweis. Dass €1y ist monoton wachsend, ist klar. Aus Gleichung 5.3.4 folgt, dass

lim,, oo n — I(n) = co. k wird deshalb wegen k£ > n —[(n) und n > N beliebig grof}, wenn
man N € N grofl genug wihlt. Da Z; nach Satz 5.2.2 fast sicher gegen m konvergiert, gibt
es also ein von K abhéngiges N € N und eine Nullmenge My, sodass || Zx(w) —m| < 1/K
fir w € My, gilt. Da dann || Z;(w) — m| < 1/K erfillt ist, gilt mit Korollar 5.1.10 ||d|] <
Con |2k —m|* < (;{’g auf M§;. Offensichtlich gilt irgendwann (Ij{’g < N. Insgesamt gilt also
fiir die Nullmenge Mo = {Jyey My, dass Q = ey Qv U M. O

Lemma 5.3.7. Wir kénnen in Gleichung 5.21 ein co grof§ genug wdihlen, sodass fir alle

n > 2 (was wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen werden) gilt

i)
D BB, < n 7

k=1
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Beweis. Es gilt

ZV’CHB" 1B, < e Z%eXp< 2 om% ( a—(k+1)1—a)>

<clzfykexp( 277 (n 1a—<l(n>+1>”))

— o Z% exp <_2 " (g 1og<n>>)

(‘m"'y(‘a
= cic k ap =2 1a
7

_QCmc»yca l(n _2cmc'yca
=cieyn T—a 4 crey g k™ %n

_QCmC’YCO‘ QCmC-Yca
<cieyn” T Ima +ciey E kT

72CmC'yCa 2(‘m0'y<‘a
<cieyn T Tme ey E kT .

Wir wollen iiber vollsténdige Induktion zeigen, dass mit der richtigen Wahl von ¢,
cmcyCa CmCcyCa

clcwn_2 = 4010y Y ps k02T ma <2 gilt.

sn=2":
Offensichtlich kann man ¢, in Abhéingigkeit von c,, ¢, und o grol genug wéhlen,

sodass

cm c»y Cca 21

<27

_2cmc»yca QCmc»yca _2cmc»yca 9
cieyn” S 1ma —1—01075 k™o e = 010y27 7 me o1y 27Y

gilt.
SN~ n 417

Withle cq > 512 (9895) — o). Dann gilt

> -« <10g (c1cy) —a)

2cmey | log(2)

1-a <log (crey) a)

2¢mey \log(n+1)
_1l-a o log (c1¢y)
C —2Cmey log(n + 1)
-« ot log (n+1)72! —n=2) _ log (cicy)
—2¢mey log(n + 1) log(n + 1)

-« log (n+1)72! = n=2) —log (c1cy)
o+ .
—2¢mey log(n + 1)

v

Y

Kapitel 5 Daniel Fridljand 67



SCHATZUNG DES GEOMETRISCHEN MEDIANS IN HILBERTRAUMEN

Daraus folgt

Ca 2

Y log ((n+1)72! —=n~21) —log (c1¢4)
o+
—2¢m ey log(n + 1)

_gfmCyCa _ log (n+1)72! = n=21) —log (c1cy)

l—a — log(n + 1)
o o 2cmcvca < log ((n +1)2 - n‘21) — log (c1¢y)
l-a log(n +1)
rmenco —21 _ o -21
o= (TL + 1)7(172% < (n + 1) n
Clc7
s e, (n+1)70? e < (n+1)72.

Aus der Induktionsvorraussetzung folgt also mit einer solchen Wahl von ¢,

C C~ C
_a_9fmeyla

(n+1)"2 >n"? +cie (n+1) —a

n
72cmc»yca 7a720m0'y0a 70[720mc»yca
>cicyn ST Ia T Feiey g k =a +ciey(n+1) T-a
k=2

_QCmC'\/Ca ntl _a_zcmc-yca
=cicyn —a™ +cicy g k o,
k=2

Daraus folgt die Behauptung direkt. O
Lemma 5.3.8. Es gibt eine Folge von Konstanten {Cn} ey mit

Cn , On ¢
UNEN: E|loy|biBal’| <5+ 75 D uE |12k —mlf].
k=l(n)+1

Beweis. Sei N € N und w € Q. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n > N. Dann

kénnen wir die Summe wieder an der Stelle [(n) in Zwei aufteilen

n 2
1Bn-1Bn (@) = ||Bu-1 Y By "0k (w)
k=
S( 'YkHBnlﬁk_lHLHCSk(w)H)
k=1
l(n) n 2
= D w18 B I k@l + > (1B B[ 10k (@)]
k=1 k=l(n)+1
I(n) n N 2
< Z'Vk HﬁnflﬁlzluLN + Z Yk HﬁnflﬁlleL Cm HZk(w) - m||2 )
k=1 k=I(n)+1

Dabei benutzen wir in der vierten Zeile, dass nach Lemma 5.1.10 und, weil w € Qy,
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16kl < N, Cry || 21, — m||” gilt.

I(n) n
| Bn—1Rn( Z’VkHﬂn 1B N+ Z Vi || Br=18 ||, Con 1| Zk(w) — m?
= k=l(n)+1

I(n) 2
<2N? [ |18,
k=1

2
n

+200 (> w BB 12k (w) — m)?

k=l(n)+1
I(n) 2 n 2
<N S 1818t ) 25 | YD Wl Zkw) — ml)?
k=1 k=l(n)+1

Die zweite Zeile ist (a + b)2 < 2a2 + 2b%. Die Dritte ist Hﬂn,lﬁlleL < ¢1 nach 5.3.2.

I(n) 2

1Bn-1Rn()]I* < 2N% | Y "y || 818,

+24Co | >0 Wl Ze(w) — mlf? > Wl Zi(w) = mlf?
k=l(n)+1 k=Il(n)+1

I(n) 2

< 2N? Z%Hﬂn 185, HL

n
+262C2 Z ez Z Vi | Z (w) — mH2
k=l(n)+1 k=l(n)+1

I(n) 2

§2N2 Z'Yk }/Bn IBk HL

k=1
0%6’2 " 2
+ 2= (n = Un) ) D> wllZi(w) —m|?.

k=l(n)+1
Die zweite Ungleichung folgt auch wieder daraus, dass w € Q. Nach Lemma 5.3.7 gilt
! _ — 2 .
SM e [Ba-185 M, < n2L Deshalb 2N2 (37 9 [[Ba187 ) < 22%. Wir haben
schon in Lemma 5.3.4 gesehen, dass (n—1(n));(,) beschrinkt ist. Entsprechend kann man

2C2,(n — 1(n))i(n) durch eine Konstante beschréinken. Insgesamt gibt es eine Konstante

Cy, sodass
Cn  Cn
1Bn—1Rn(w)]|* < oy o Z W | Zi(w) = ml|?
k=l(n)+1
und entsprechend gilt
2 C'N .
E [10, 80 1Bl < T2+ 90 S w12 - mP].

k I(n)+1
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Satz 5.3.9. Fir die Folge von Ereignissen {Qn} yey aus Gleichung 5.24 gibt es eine Folge
Konstanten {Cn} yey mit

- log(n
VN eN: E[IIQN 1Z,, — ml%| < Cynlog <§ jyk) < Cy ii).
k=1

Beweis. Fiihren wir erst einmal alles zusammen, was wir bisher gesehen haben. Nach
Gleichung 5.11 gilt

Ly —m = 51171 (Zl - m) + ﬂnfan — Bn—1Rn—1.

Nach Lemma 5.3.3 gilt

(e}

E 131 (21— ml] = 0 (5.

Nach Lemma 5.3.5 gilt

log(n
B [0, M 2] < 02,
Nach Lemma 5.3.8 gilt
VNeN: E|I 2] O On 5 — m|?
: QN [Bn—1R]"] < A2 + K2 Z E | Loy 1Zk —ml”| .
k=l(n)+1

Entsprechend folgt fiir alle N € N und n > N fiir neue Konstanten C, C’
E Loy 1 Z0 —ml*] <3 (B [160-1(Z0 = )] +E [0 1Ma]]

+E [Loy 1801 Rall’])

Clog(n) C 5
< oV T _
<245 Y wE [JIQN 121, — ml| }

k=l(n)+1
C'log(n C
< # + —5 (n — l(n) — 1) sup ’YkE |:]lQN HZk - mH2:|
n K l(n)<k<n
Clog(n) C 2
o Clogn) C = E |10, |2 -
S T T (n))%(”)unigfsn [t 2~ ]
Clog(n) (' 2
<=4+ sup E|1 Z —m||7| .
ne K= i(n)y<k<n [ o 12 H }

In der letzten Zeile benutzen wir wieder, dass (n — [(n))y,) nach Gleichung 5.3.4 be-

schriinkt ist. Wenn man wu, == E |1q, [|Z, — m\ﬂ setzt, liefft sich das als

/
< C'log(n) n C

" n% ﬁ l(nr)n<akX§n tn
Wihle K2 > 2C’. Dann gilt
Clog(n) 1
< =4 - ) 2
S e T (529)

Wir mochten nun mit vollstéindiger Induktion zeigen, dass, wenn wir N’ grofi genug und

C" = 4C wihlen,
< C" log(n)

Yn>N': u, -
n
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gilt. Der Induktionsanfang ist klar. Angenommen wu; < % gilt fiir alle £ < n. Wir
miissen nun also up41 < % zeigen. Mit Gleichung 5.25 folgt
Clog(n+1) 1
el = (n+ 1) 2 l(n+f)rl<al§(§n+1 h
:C'k)g(TH_l)—i—lmaX(u max u)
(n + 1>a 2 b l(n+1)<k<n F
Clog(n+1) 1 C" log(k) (5:26)
(n+ 1) g max (unH’ Z(nl?fﬁgn ke >

C1 1 1 C" log(l 1
_Clogntl) 1/ CMlog(in 1))
(n+ 1)« 2 l(n+ 1)~
Dabei benutzen wir in der dritten die Induktionsvorraussetzung und in der letzten Zeile,

C" log(k)
ko

dass k — monoton fallend ist. Nun fithren wir eine Fallunterscheidung durch:

. C" log(l(n+1)) .
1. Fall: Un+1 2 W

Dann erhalten wir direkt aus Gleichung 5.26
Clog(n+1) 1

Up4+1 > (TL+ ]_)a §Un+1
1 Clog(n+1)
UL S T e
Sy < 2Clog(n+1) < 4C'log(n + 1) _ C"log(n + 1)
(n+ 1) (n+ 1) (n+ 1)

C" log(l(n+1)) .
I(n+1)>

Dann erhalten wir direkt aus Gleichung 5.26

Clog(n+1) 1C"log(l(n+1))
(n+1)~ 2 In+1)>

2. Fall: up i1 <

Un4+1 >

Nun gilt I(n+1) ~ (n+1) (folgt leicht aus Lemma 5.3.4). Eenn wir also N’ grof} genug

log(l(n+1)) < 3 log(n+1)
Il(n+l)e — 2 (nt1)e >

Clog(n+1) 3C"log(n+1)

wéhlen, gilt da wir von n > N’ ausgehen. Somit erhalten wir

=T e T4 (nt1)e
< 4olog(n +1) _ ,log(n + 1).
(n+ 1)~ (n+ 1)
Dies schliefit die Induktion und somit den gesamten Beweis ab. O
Korollar 5.3.10. log(n)
og(n
120 = ml? = 0 (E)
n
Beweis. Folgt direkt aus 5.3.9 O

Bemerkung 5.3.11. Man kann sogar eine bessere Konvergenzrate finden. Fiir o € (%, 1)
und a < B < 3a — 1 gilt
E |[1Zn = ml*| = O (55) »

n

E||Z, —m|*| =0 (%).
Der Beweis findet sich in [CCG17] in Abschnitt 5.1.
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5.4 Asymptotische Normalitit

In diesem Abschnitt méchten wir die asymptotische Normalitét (vgl. 4.1.6) von {Z,},

nachweisen. Wir orientieren uns an Abschnitt 6.4 aus [CCZ13].
Zur Erinnerung: &,11 = ® (Z,) — U,41 ist eine Martingaldifferenz und §,, :== ® (Z,,) —
m (Z, —m). Setzen wir

n
T, =2,—m, T,=2,—m und Mn—l—l = kaH,
k=1
kommen wir durch Aquivalenzumformungen der Gleichung aus 5.9 zu
Zni1 = Zn + Ynéns1 — Yn (U (Zn — m) + 0p)
= 'Ynl—‘m (Zn - m) =Zn — Zn+1 + '7n§n+1 - '7n6n
1
m (Zn - m) = (Zn - Zn+1) + §n+1 -
Tn
< T Tn - §n+1 - 5 + — (T Tn+1)

n

Summerien wir diese Gleichungen, kommen wir auf
B B n n n
0Ty =T (0(Zy —m)) =Ty, (Z Zp — Zm) =T (Z Zp — m>
k=1 k=1 k=1
n n n 1
m (Z Tk) = ZFm (Th) = <§k+1 — 0 + . (Th — Tk+1))
k=1
= M1 — Z5k+z (T — Thot1)
k=1
o Tk+1
= My - Z O + Z Z
TR
n+1 Tk:
= Mnt1 — Z Ok + Z 7% X

- 1
= n+1_25k+71 n+1+ZTk <—>
k=1

2 Ve Vk-1

n

Wenn man beide Seiten durch y/n teilt, erhalten wir

Vil T, = \/lﬁMnH + \}ﬁ ( _ Tnn ZTk [ - } Z%) (5.27)

s Ye o Vk-1

Wir geben nun ein Lemma, was uns ermdoglicht fiir die Konvergenz den rechten Summanden

zu ignorieren und uns ausschliefflich auf \%1, zu konzentrieren.

Lemma 5.4.1.

1 (T T [1 }
-+ T |——— 5k
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Beweis. Setze

T Tt < 1 ) 1 &
A, = , A= , A= Tj. — ), AV=—) 4.
Vim Vi T Vg Z Voo V-1 Vi ; ’

Wir werden die Konvergenz fiir jeden einzelnen Summanden zeigen. A, 40 st klar, da
% nicht von n abhéngt. Zur Erinnerung: Nach Satz 5.3.10 gilt E |:HQN HTnHQ] < CNIOEL#.

Fiir A/, haben wir somit

1 9 1 log(n + 1)
= —E gy [T’ < — -
n,y% QN || n+1|| — n')/»,zl N (n + 1)(1
< Cnlog(n+1) Cplog(n+1) Cylog(n+1)
yEnlta T @Zplapltal T 2plea

E Lo |4,

Da a < 1, gilt CNLM "Z%° 0. Da fiir eine Nullmenge M, Q = Unen v U My gilt,
'7
gilt E {HA%H } = supyey E |:]lQN | ALl ] Insgesamt folgt also A, 2 0. Aus Lemma 4.1.5

folgt A’ %+ 0. Wenden wir uns A” zu. Es gilt

1 _1_1_]{“_(]{;—1)“_1{“(1_(1_1)0‘)
Y& Vk—1 Y& Vk—1 Cy Cy Cy k (5 28)
ke @ —1.a-1 .
<2 (1-(1-2))= a-1
< ({1 g)) =

Dabei benutzen wir, dass wir die Bernoullische Ungleichung anwenden kénnen, weil o < 1
und —% > —1. Entsprechend folgt fiir Cy := %\/C’N

ol S (2-50)

NG

1 1
Z Moy Tell | = = ——
ni= Ve Tkl

E Loy [|47]] =

IA

%\

o a—1
< ﬁg Loy Tell
< \/ (1L Tl o
S «@ CN loggék) kOA*l

VN = k
cy
== log(k)k>2
s
Ch &
<X log(n)n2 1
\/?lk:Q (

y a_q

= CN% log(n)n?2

Dabei ist die erste Ungleichung die Dreiecksungleichung ist und die zweite folgt aus
Gleichung 5.28. Die Dritte ist die Holder-Ungleichung. Die Vierte nutzt wieder Satz 5.3.10.
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Die letzte Zeile konvergiert gegen 0, weil o > %. Wie oben folgt daraus Al A4 0 und

2
Ar -5 0.
Wenden wir uns schlieBlich A” zu. Wegen Lemma 5.1.10 gibt es eine Konstante C,
mit [|5| < Con |24 — m|* = Cin HTkH2-

E [Lay [|AV]]] =

Da a > %, gilt >0, log(k:)k_a_% < 00. Nach dem Kroneckerschen Lemma folgt

E [ A///H C CN Z 10g n 0.

NH

Somit folgt nach derselben Logik wie oben, dass A —% 0 aus Al “5 0 und Lemma
4.1.5. O

Zur Erinnerung: fiir u,v,h € H gilt © ® v(h) = (u, h)v. Definiere im Folgenden

(X—m) (X—-m)

Y=E &
[X —m| — [[X —m]|

Yp=E [5n+1 & 5n+1|}—n} .

Lemma 5.4.2. Es gilt lim,,_,o 3y, = X P-f.s. in der von ||-||1 induzierten Metrik,
d.h. |8, — S|, — 0 P-fs..

Beweis. Wir koénnen ¥, folgendermaflen zerlegen

En = E &1 ® Gnr|Fn] = E[(® (Zn) — Uns1) © (2 (Zn) — Unr) | Far]
=E[®(Z,) ® ®(Zy) |Fn] + E[Unt+1 ® Unt1|F]
—E[Unt1 ® @ (Zy) |Fn] — E[®(Zn) @ Upa|Fn
= E [Unsr ® Upst| Fa] + @ (Z0) @ B (Z0)
CE[UnnilF © ® (Z) - @ (Z) O E [Un |7
B [Uns1 ® Unsa| Fal = ® (Z0) @ D (Z).

Dabei benutzen wir bei der dritten Gleichheit die Distributivitét von ® (vgl. 4.2.20) und die
Linearitét des bedingten Erwartungswerts. Bei der vorletzten Gleichung benutzen wir die
Eigenschaft des bedingten Erwartungswerts und des Tensorprodukts aus Lemma 4.2.21.
Die letzte Gleichung benutzt, dass nach Lemma 5.1.4 E [U,,11|F,] = ® (Z,,) gilt.

12 (Zn)[| = 16 + L (Z — m)|| < |60l + [T (Zn — m)|
< Cn | Zn = ml* + [Tl 1 20 = m]| -

In der zweiten Zeile benutzen wir Lemma 5.1.10. Nach Lemma 3.2.15 ist ||I', ||, endlich.
Da nach Satz 5.2.2 Z,, fast sicher gegen m konvergiert, konvergiert ®(Z,) fast sicher
gegen 0. Mit Lemma 4.2.19 folgt, dass auch ® (Z,) ® ®(Z,) in ||-||1 fast sicher gegen 0

konvergiert. Wir kénnen uns fiir die Aussage auf Folgendes beschrinken
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12 —E[Uns1 @ Uny1l Falll g

_ E_(X—m) (X—m)]_ [(X—Zn) (X —Zp) ]
X =l © X —m] 1X 2] "],
_ [ (X_m) (X m (X_Zn) (X_Zn)
= E = @ Mf} hx—%n I%L

X-m)  (X-m) (X-Z,)  (X—2Z)

= |E
LIX =mfl [ X =m] [ X = Zal

),

Dabei benutzen wir in der zweiten Zeile, dass X unabhéngig von F,, ist. Setze im folgenden

_ (X=m) — (X=Zn) —lloll= 1 o
U= =y wnd v = =7 Bemerke, dass dann lu||=||v||=1 gilt.

IElu@u—v@v|Flll, LE[lu@u—v®v| | Fn]

lueu—-—rv®u +veu —v || Fn
(u—v) @u+v® (u—20)||Fnl
[(u—v) @ullL +[lv© (u—0v)|L] Fn]
[ (w = v)[[ ]l + ol I(w = o) Fnl
Ello—ull [Fn] -

El
=E|
=E[
<E[
E[

Dabei sind die ersten beiden Ungleichungen die Dreiecksungleichung. Die dritte Zeile ist

das Distributivgesetz aus Lemma 4.2.20. Die vorletzte Zeile ist Lemma 4.2.19.

[Efu@u—v@o|Fo]ll, < 2E[lv - ul[|Fn]

(X — Z,
ZZE_ﬁX—zj x| 7]
=m_w>mMW§_Z%X—%**X-WWﬂ}
—2EJXianX—Zw

s P2l (- 2 - - | 7
— 28|l Z)

= el GRil ]
<9E [M (lm — Za|

o B a2 |7
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Dabei benutzen wir bei der ersten Ungleichungen die gew6hnliche Dreiecksungleichung.

1
IElueu v ool Fll, <28 |t (- 2l
X — m|— X 2,
(X —Zy) Fn
| =
—oB [ (m -z
X —m]
11X = mll= X = Z, )| F
[ 1
<[ (Im—Zull + |X —m—X — Z,)| £
X —m
12, 5
=4E F,
X ),
a8 | | 120 - ml
x| 170 =l

Die letzte ist die umgedrehte Dreiecksungleichung. In der letzten Zeile benutzen wir, dass

Z,, messbar beziiglich F,, ist und wir deshalb Lemma 4.2.16 anwenden kénnen.
Insgesamt folgt | X — E [Upt1 ® Ups1|Fnlll;, < 4E {ﬁ} | Zy, — m||. Nach Bemer-

kung 3.1.1 ist E [||X

oben schon wissen wir nach Satz 5.2.2, dass Z,, fast sicher gegen m konvergiert und deshalb

H} endlich, da wir in Annahme 2 m ¢ D vorraussetzen. Wie auch

konvergiert || — E [Uy41 ® Upy1|Fn]||;, fast sicher gegen 0. Insgesamt folgt also

pr—{f.s.
1S = Sully, < 18— E [Uns1 ® Unt Falll + 19 (Za) © @ (Zo)ll, T3 0+0.

O
Lemma 5.4.3. Fiiri,j € N gilt
1 « P—f.s.
LS e (e LY (meney).
k=1
Beweis. Fixiere i,j € N. Es gilt
(Zneis e5) = (E[§nt1 ® Ent1|Fnl €, €5) (5.20)
= E[{(§n+1 @ &Ent1) €ir€5) | Fn] = E[(Ent1 ) (Ent1,€5) | Fn] -

Setze iy == <§k, €i> <§k7 €j>. Es gilt

LS o) () — (Sers )

171
ZfE — (Zej, €
- Y1 — (Xei, )

3

(Bnei, e5) — (Zei, e5)
k=1

(Bn = %)ei ).
k=1

SEE

= *Z%H - *ZE (V1] F] +

n

1
n

=- Z Vi1 — B [hr1]Fi]) +
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Dabei ist die dritte Gleichheit Gleichung 5.29. Wir m6chten nun fiir beide Summen zeigen,
dass sie fast sicher gegen 0 konvergieren. Bei der linken Summe wollen wir Satz 4.4.4

(Chows Lemma) anwenden. Setze ng1 = ¥g+1 — E [g11|Fk]. Wir priifen die Bedinungen:

1. Wegen Linearitét ist klar, dass fiir alle k € N E [n.1|F%]

= E [¢k11 — E [Qp41|Fi] | Fi] = 0 gilt.
2. Zu zeigen: sup, ey E [||n41]|1 ]| Fn] < oo fiir ein 1 < a < 2.

Wegen Lemma 5.1.7 und Cauchy-Schwarz gilt ||t [|= [[{&k, i) (ks €5) (| < 1€k]1?< 4.

Entsprechend folgt

E [Hnn-i-l‘|2|-7:n] =E [Hd’n—&-l — E [Yn+1|Fa] ||2|-7:n]
E | (I$nt|+E a1 | F)) 17
<E [(4+4)2 yfn} < 64 < oo

Somit ist gezeigt, dass die linke Summe gegen 0 konvergiert. Bei der rechte Summe stellen
wir fest, dass wir bereits in Lemma 5.4.2 ||X,, — X||, — 0 P-f.s. gezeigt haben. Deshalb
gibt es eine Nullmenge My, sodass 3,1 ME 1 MS iiberall punktweise gilt. Aus Lemma
6.10 auf Seite 208 in [Pet95] folgt hieraus, dass 2 7 | Sy 15y, "2 %1y, Daraus folgt
wiederum, dass 2 37| % "% Pfs.. O

Satz 5.4.4. Es gilt
~L N(0,3).

B

Beweis. Wir mochten Satz 4.4.3 verwenden. Setze X, 1, : &T*nl und Fp, == Fr41. Nach
Bemerkung 5.1.5 wissen wir, dass E [£;41|F] = 0. Deshalb ist {X,, i, Fp i }nken ein Mar-
tingaldifferenzarray (vgl. 4.3.6). Es geniigt nun, die drei Bedingungen aus Satz 4.4.3 zu

zeigen.

1.

1
E [ sup HXnkH] —E | sup ||§k+1||]
1<k<n

1<k<n Vn

Dabei benutzen wir, dass nach Lemma 5.1.7 ||{,41]] < 2P — f.s. gilt.
2. Das ist genau die Aussage von Lemma 5.4.3.

3. Fiir € > 0 gilt

. . 2 Y . 12
]\}lm lim sup P (Z ry (Xnk) > 5) = J\;lm limsup P ( Z (Xn g €i)” > E>

—00 n—oo =1 —0  n—oo =1 i=N

n 1 oo
— Jim limsupP |3 =
Jim_lim sup ( - Z (Epy1,€i)? )

—00 n—00
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Wir wissen nach Korollar 2.1.15 und Lemma 5.1.7, dass fiir alle k € N :
S €ty €)= ||k ]|?< 4 P-fs.. Deshalb gilt

VkeN:NthOOZ@kH,eN:op-f.s. = lim Supz (Epy1, €)= 0 P-fs.

N >OOkEN —-N
= lim P|(su E + 6 = 0.

Nach Satz 4.4.3 folgt, dass " = g’““ =Y 1 Xnk i>/\/(0,E). O

n

Das wichtigste Ergebnis dieser Arbeit, auf das alles bisher abgezielt hat:

Korollar 5.4.5.
Vi (Zy —m) 4 N (0,T,15T;))

mit X wie i 5.4.
Beweis. Rufen wir die Gleichung 5.27 in Erinnerung

= I - 1 n+1
WMT:ﬁM"“ﬁ(‘ teyn -] 25k>

k=2

Nach Lemma 5.4.1 konvergiert der rechte Summand gegen 0 und nach Satz 5.4 der linke
Summand gegen A(0,3) in Verteilung. Somit haben wir /nl'mT, — N(0,X). T,y ist
nach Bemerkung 3.3.7 invertierbar. Dann folgt die Aussage direkt aus den Rechenregeln

der multivariaten Normalverteilung, da I';,, symmetrisch ist. O

5.5 Nicht-asymptotische Konfidenzbereiche

Wir geben Konfidenzbélle von den beiden Algorithmen fiir endliches n. Die Resultate
stammen aus Abschnitt 4 in [CCG17].
In der Praxis ist es relevanter, fiir ein endliches n eine Aussage iiber die Verteilung des

Schétzers zu geben. Ein wesentliches Giitemerkmal eines Schitzers ist der Konfidenzball.

Satz 5.5.1. Es gibt eine positive Konstante C, sodass es fir alle 6 € (0,1) einen Rang ns
gibt, sodass fiir alle n > ng

[HZ —ml < C/ log <§)] >1—0 und

- 4 2 1 4
it (3 ) ()] 1

gilt, wobei Apin der liminf der Eigenwerte der Hesse-Matrix I, ist.

Der Beweis findet sich in Abschnitt 4 in [CCG17]. Er wird hier nicht ausgefiihrt, da er

den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirde.
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Kapitel 6
Simulation

In diesem Kapitel méchten wir ein Resultat aus dem letzten Kapitel mit einer Simulation
in der Programmiersprache R illustrieren.

Wir wihlen im Folgenden a = 2 und ¢, = 2,7 (vgl. Unterabschnitt 5.1.1). Sei X ~
U%—BZQ)’ wobei U(_y ) fiir die stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [—2, 2] steht. Sei
n € N eine natiirliche Zahl und seien Xy, X1, ..., X, unabhéngige identische Kopien von X.
Wir kénnen mit R leicht Werte fiir Xg, X1, ..., X, simulieren. Nach Beispiel 3.1.3 erfiillt
X dann die Annahmen 2 und 3. Es ist auch leicht zu zeigen, dass Annahme 1 erfiillt ist,

aber wir verzichten an dieser Stelle darauf. Dann gilt nach Korollar 5.4.5
W= i (Zn —m) -5 N (0,T,;'5T;)) (6.1)

mit

It | S = R =

Wir méchten diesen Effekt nun mit R visualisieren. Wir berechnen fiir eine bestimmte
Stichprobengréfie n in 1000 Durchlidufen mit jeweils neu generierten X, X1, ..., X, den
Wert fir W in Gleichung 6.1. Wir projizieren alle diese Werte auf ihre ersten beiden
Koordinaten 71 (W) und 7o(W). Die Verteilung von diesen 1000 Werten von W in den
ersten beiden Dimensionen kénnen wir mit dem Kerndichteschétzer aus dem Paket ,, stats”
in R visualisieren. Die Graphen finden sich unten in der Tabelle 6.1.

Zum Abgleich méchten wir N (0,T,,'ST;1) bestimmen und daneben zeichnen. Dazu
miissen wir zunéchst fiir X ~ U‘[gg’ﬂ I';, und ¥ bestimmen. Eine &hnliche Rechnung wie

in Lemma 3.3.4 gibt uns,

(e, Tme;) = E [1 ((eu ¢ - X e X m>)}

[|X —m| IX = m]?
(6.2)
—&E[l} EPX_W%H%X—mq
P LI = ml] IX = m?
Fir X ~ Uﬁgz 9] ist m = 0. Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch.
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1 (e, X)?
€;, Fmei =E|— | —-E
o) =B | me]
2
< sdrdydz

1 (2 2 2 1
_64/_2/—2/—2\/m_(x2+y2+22)2

1
A~ 6—4(38, 0812 — 12,6937) = 0, 3966.

Dabei wurden die Integrale numerisch mit Hilfe von ,,wol framalpha.com” bestimmt.

772‘#].” :

€, X) (e iy X

1 12 2 2
=—— / / / oY Tdxdydz = 0.
64 ) o) 2/ 2 (22 442 + 22)2
Wenden wir uns ¥ zu.

<%E®:<%Eh§:2ﬁﬁ§:2H%>

s

Der wahre Median m ist 0. Auch hier fithren wir eine Fallunterscheidung durch.

ST

7’7/ :j

X112

1 2 2 2 2 1
= / / / L dzdydz = ~.
64 —92J-—9J-9 .'L'2 —+ y2 —+ 22 3

(e;,Xe;) = E [<ei’X>2]

777‘/ # j” : < X> < X>
ej e;
(ei, Xe;) =E [M]
’ 1112
1 2 2 g2 2y
= —————5dzdydz = 0.
64 /_2/_2/_2 x? 4 y? + 22 e
Somit gilt fiir X ~ UZ,
0, 3966 0 0 0,3333 0 0
I, ~ 0 0, 3966 0 , U~ 0 0,3333 0 ,
0 0 0, 3966 0 0 0,3333

und entsprechend

U 0 2,119 0 0
It~ 0 &35 o0 |~| 0 2119 0
0 0 0,3333 0 0 2,119

0,39662

Die Dichte von N (0,I';,'SI';1) findet sich in der letzten Zeile von Tabelle 6.1. Wir
bemerken, dass sich die Verteilung von W sich in der Tat immer néher der von
N(O,F;JEF;}) anndhert.
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Tabelle 6.1: Verteilung des Schétzers fiir X ~ U([gi?’2 9] bei 1000 Durchléufen fiir verschie-
dene Stichprobengréfien n

Stichprobengrsfie Koordinate 1, w1 (W) Koordinate 2, ma (W)

0.05

n = 10°

N (0, Tt
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Tabelle 6.2: Verteilung des Schétzers fiir X ~ Exp?3 bei 1000 Durchléufen fiir verschie-

dene Stichprobengréfien n

Stichprobengrofie | Koordinate 1, w1 (W) Koordinate 2, ma (W)
n=1
n =10 z
n = 100
n = 1000
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Tabelle 6.3: Verteilung des Schétzers fiir X ~ Exp??’ bei 1000 Durchléufen fiir verschie-
dene Stichprobengrofien n

Stichprobengrsfie Koordinate 1, 71 (W) Koordinate 2, 7o (W)

n = 10000 3

n =10°

Wir bemerken, dass sich im Falle der Exponentialverteilung X ~ Exp?3 die Verteilung von
W sich durchaus der Glockenform einer Gauflkurve néhert. Jedoch wandert diese immer
weiter nach rechts. Das bedeutet, dass der geschitzte Wert fiir den Median mit steigender
Stichprobengrofie sich immer weiter vom wahren Wert entfernt. Die Ann&herung an eine

Normalverteilung um den Nullpunkt ist also bei dieser Stichprobengréfie nicht erkenntlich.

Wir kénnen das gleiche fiir X ~ N (0, A) mit

3 2 1
A=1]12 4 -05
1 05 2

tun und X ~ tg@3. Die entsprechenden Graphen finden sich in Tabelle 6.4 und Tabelle 6.5.
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Tabelle 6.4: Verteilung des Schitzers fiir X ~ A (0, A) bei 1000 Durchléufen fiir verschie-

dene Stichprobengréfien n.

Stichprobengrofie Koordinate 1, m (W) Koordinate 3, 73(W)

n = 100

0=

n = 10000 : )

n=10° )

Bei der Normalverteilung ist die Gaufl-Kurve schon von Anfang an erkenntlich.
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Tabelle 6.5: Verteilung des Schétzers fiir X ~ tg@B (der studentschen t-Verteilung mit 5

Freiheitsgraden) bei 1000 Durchlédufen fiir verschiedene Stichprobengréfien n.

Stichprobengrofie Koordinate 1, 71 (W) Koordinate 2, 7o (W)
—_— :
n = 1000

Bei der studentschen t-Verteilung ist es mit steigender Stichprobengrofie deutlich zu

erkennen, dass sich der Graph immer mehr einer Gaufl-Kurve annédhert.
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